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摘　要：为提高图像复原的质量和速度，提出一种新的图像复原算法。首先基于变量分离技术，加入新的约束
条件，建立解决图像复原问题的目标函数；然后利用交替最小化方法，将目标函数的优化分解为两个交替迭代的

过程，以获得图像复原问题的全局最优解。在求解分离得到的新变量的过程中，引入迭代重加权最小二乘法

（ＩＲＬＳ）处理Ｌ１范式的不可微分问题。实验结果表明，提出的算法有效地解决了图像复原问题；与同类的一些
算法相比，该算法在复原速度和复原效果方面均具有优势。
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　引言

在图像相关的应用领域，原始图像通常无法直接观测到，

需借助图像复原技术，利用观测图像及其与原始图像的线性关

系：

ｙ＝Ａｕ＋ｎ （１）

来重建原始图像。式中：ｙ∈Ｒｍ×１表示观测图像；ｕ∈Ｒｎ×１表示
原始图像或其稀疏表示；ｎ∈Ｒｍ×１表示加性噪声；Ａ∈Ｒｍ×ｎ表示
线性算子。为使式（１）的讨论有意义，常假设 ｕ和 ｙ属于 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ空间。在该空间下，噪声的大小为‖ｎ‖２

２≤σ
２。可用最小

二乘法估计原始图像：

ｕ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
‖ｙ－Ａｕ‖２２ （２）

虽然式（２）可得到闭合解，但易放大噪声，反映了图像复
原的不适定性。因此，正则优化技术被提出以抑制噪声：

ｕ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
［λｆ（ｕ）＋１２‖ｙ－Ａｕ‖

２
２］ （３）

其中：ｆ（ｕ）表示正则化函数。当 ｕ表示原始图像时，式（３）被
称为图像复原的分析模式［１］，它通过直接对原始图像进行正

则化，消除复原过程的不适定性，重建原始图像；当ｕ是原始图
像的稀疏表示（ｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）时，式（３）代表了图像复
原的合成模式。此时，线性算子Ａ＝ＢＤ，其中Ｂ∈Ｒｍ×ｍ表示模
糊算子，Ｄ∈Ｒｍ×ｎ表示字典（如正交基、小波框架等）。原始图
像被表示为字典中原子的线性组合，通过估计原始图像的稀疏

表示对其重建，其思想来自于压缩传感技术（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎ
ｓｉｎｇ）［２］。

迭代收缩／阈值法（ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｈｒｉｎｋａｇｅ／ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＳＴ）［３］

是处理优化问题式（３）的标准算法，优化—最小化（ｍａｊｏｒｉｚａ
ｔｉｏｎｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ）［４］、期望最大化［５］和前向后向分离［６］等均可

看做ＩＳＴ的衍生算法。ＩＳＴ类算法的关键在于利用软阈值函
数［７］估计原始图像，因此其时间复杂度较低。结合Ｎｅｓｔｅｒｏｖ的
最优梯度法［８］和ＩＳＴ算法，Ｂｅｃｋ等人［９］提出了两步 ＩＳＴ算法。
与标准的ＩＳＴ算法不同，它每次迭代的结果依赖前两次迭代的
结果。该算法可提高图像复原的质量，且具有全局收敛性和更

快的收敛速度。同样基于 Ｎｅｓｔｅｒｏｖ的梯度法，Ｂｅｃｋｅｒ等人［１０］

提出了 ＮＥＳＴＡ算法。实验结果表明，ＮＥＳＴＡ的收敛速度优于
梯度下降投影法［１１，１２］。最近，Ｂｒｅｇｍａｎ算法［１３，１４］被用于处理
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优化问题式（３）。该类算法用Ｂｒｅｇｍａｎ距离代替式（３）中的正
则化函数，并用Ｂｒｅｇｍａｎ迭代估计原始图像或其稀疏表示。在
一些文献中，Ｂｒｅｇｍａｎ算法又称做 ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄ分离法或
交替方向乘子法 （ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉ
ｅｒｓ）［１５，１６］。

包括以上提到的算法在内，式（３）所代表的图像复原算法
存在以下缺点：ａ）图像复原的结果非常依赖ｕ的初始估计；ｂ）
对σ的取值有限定，如 Ｂｒｅｇｍａｎ算法要求 σ＝０［１３～１６］，而 ＩＳＴ
类算法则要求 σ＞０［３，９］；ｃ）寻找合适的 λ的过程会产生一系
列子问题，子问题的求解会影响算法的效率；ｄ）随着 λ的增
大，优化问题式（３）求解的不适定性随之增加［１７］；ｅ）复原高维
图像时（ｎ≥１０４），已有的算法大多效率不高［１０，１２］。因此，本文

提出基于变量分离和加权最小二乘法求解图像复原问题，以克

服以上的缺点。

!

　变量分离及优化

本文将图像复原问题表示为

ｍｉｎ
ｕ
［ｇ１（ｕ）＋ｇ２（Ｐｕ）］ （４）

其中：ｇ１（ｕ）＝０．５×‖Ａｕ－ｙ‖
２
２；ｇ２（·）＝λｆ（·）；Ｐ∈Ｒ

ｌ×ｎ

表示任给的线性算子。通过变量分离，函数 ｇ２（·）可得新变
量ｖ作为其自变量，即ｖ＝Ｐｕ。由此产生一个新的约束优化问
题：

ｍｉｎ
ｕ，ｖ
［ｇ１（ｕ）＋ｇ２（ｖ）］　ｓ．ｔ．Ｐｕ＝ｖ （５）

式（５）即表示本文所要求解的图像复原问题。显然，式
（５）和（４）是等价的，只是相比式（４），式（５）的求解更容易。
式（５）的目标函数含有两个未知变量 ｕ和 ｖ，属于非凸优化问
题，可用交替最小化求解［１８］：

ｕｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
［ｇ１（ｕ）＋

μ
２‖ｖ

ｉ－Ｐｕ‖２２］ （６）

ｖｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［ｇ２（ｖ）＋

μ
２‖ｖ－Ｐｕ

ｉ＋１‖２２］ （７）

其中：ｉ＝０，１，２，…表示迭代次数。

"

　图像复原算法

令Ｐ＝Ｉ表示单位矩阵，由式（６）（７），本文提出的图像复
原算法为：

输入：λ、μ、Ａ、ｙ和ｖ０。
ｆｏｒｉ＝０，１，２，…
ｕｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ

ｕ
［‖Ａｕ－ｙ‖２２＋μ‖ｖｉ－ｕ‖２２］

ｖｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［λｆ（ｖ）＋μ２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］

ｉｆ满足迭代停止条件
ｂｒｅａｋ
ｅｎｄ
ｅｎｄ

由算法描述，可直接得到：

ｕｉ＋１＝（ＡＴＡ＋μＩ）－１（ＡＴｙ＋μｖｉ） （８）

利用快速傅里叶变换，ＡＴＡ＋μＩ求逆的时间复杂度为 Ｏ
（ｎｌｏｇｎ）。该算法可采用两种模式复原图像：

ａ）分析模式，即ｕ为原始图像的稀疏表示；
ｂ）合成模式，即ｕ为原始图像。

２１　基于ＩＲＬＳ计算ｖｉ＋１

计算ｖｉ＋１，必须确定ｆ（·）的具体形式。对于算法的不同
模式，ｆ（·）选择如下：

ａ）分析模式下，令ｆ（ｖ）＝‖ （Ｇ１ｖ）
２＋（Ｇ２ｖ）槡

２‖１，可得

ｖｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［λ‖ （Ｇ１ｖ）２＋（Ｇ２ｖ）槡

２‖１＋

μ
２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］ （９）

其中：Ｇ１∈Ｒ
ｌ×ｌ，Ｇ２∈Ｒ

ｌ×ｌ分别表示水平和竖直差分算子。

ｂ）合成模式下，令ｆ（ｖ）＝‖ｖ‖１，可得

ｖｉ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［λ‖ｖ‖１＋

μ
２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］ （１０）

因为ｌ１范式（‖·‖１）的存在，式（８）和（９）均不可直接微
分，用ＩＲＬＳ方法［１９］解决该问题，式（９）和（１０）可重新表示为

ｖｉ＋１ａ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［λｆｉ＋１ａ （ｖ）＋

μ
２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］ （１１）

ｖｉ＋１ｓ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［λｆｉ＋１ｓ （ｖ）＋

μ
２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］ （１２）

式中，下标ａ和 ｓ分别表示分析模式和合成模式，ｆｉ＋１ａ （ｖ）和
ｆｉ＋１ｓ （ｖ）分别为

ｆｉ＋１ａ （ｖ）＝
１
２‖ ｗ槡

ｉ
ａＧｖ‖２２＋

１
２ｆ

ｉ
ａ（ｖｉ） （１３）

ｆｉ＋１ｓ （ｖ）＝
１
２‖ ｗ槡

ｉ
ｓｖ‖２２＋

１
２ｆ

ｉ
ｓ（ｖｉ） （１４）

其中：ｗｉ
ａ、ｗ

ｉ
ｓ和Ｇ为

ｗｉ
ａ＝

ωｉａ　０

０　ω( )ｉ
ａ

，ｗｉｓ＝
ωｉｓ　０

０　ω( )ｉ
ｓ

，Ｇ＝
Ｇ１
Ｇ( )
２

并且

ωｉａ＝ｄｉａｇ（τａ（（Ｇ１ｖｉ）２＋（Ｇ２ｖｉ）２）），ωｉｓ＝ｄｉａｇ（τｓ（ｖｉ））

其中：ｄｉａｇ（·）表示对角矩阵；τａ（·）和 τｓ（·）表示阈值函
数：

τ（ｚ）＝
１
｜ｚ槡 ｜
　｜ｚ｜＞ε

ε ｜ｚ｜≤
{

ε
将式（１３）和（１４）分别代入式（１１）和（１２）可得

ｖｉ＋１ａ ＝μ（λＧＴｗｉ
ａＧ＋μＩ）－１ｕｉ＋１ （１５）

ｖｉ＋１ｓ ＝μ（λｗｉ
ｓ＋μＩ）－１ｕｉ＋１ （１６）

式（１５）和（１６）分别表示分析和合成模式下ｖｉ＋１的计算结
果。本文采用预处理共轭梯度法（ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａ
ｄｉｅｎｔｓ，ＰＣＧ）计算式（１５）。

"


"

　算法的收敛性分析

根据Ｅｃｋｓｔｅｉｎ等人［２０］的理论，令 ｕ０∈Ｒｎ×１，ｖ０∈Ｒｌ×１，给
定任意的常数μ＞０及序列｛ｂｉ≥０，ｉ＝０，１，２，…｝和｛ｃｉ≥０，
ｉ＝０，１，２，…｝，并且

∑
∞

ｉ＝０
ｂｉ＜∞，∑

∞

ｉ＝０
ｃｉ＜∞

假设序列｛ｕｉ｝和｛ｖｉ｝满足

‖ｕｉ＋１－ａｒｇｍｉｎ
ｕ
［ｇ１（ｕ）＋

μ
２‖ｖ

ｉ－ｕ‖２２］‖２≤ｂｉ

‖ｖｉ＋１－ａｒｇｍｉｎ
ｖ
［ｇ２（ｖ）＋

μ
２‖ｖ－ｕ

ｉ＋１‖２２］‖２≤ｃｉ

若式（５）有解 ｕ，｛ｕｉ｝一定收敛到该解；若式（５）无解，
｛ｕｉ｝和｛ｖｉ｝中至少有一个是收敛的。显然，由该算法生成的
序列｛ｕｉ｝和｛ｖｉ｝满足文献［２０］中设定的条件，因此该算法的
收敛可得到保证。

#

　实验结果

实验采用的测试图像（即原始图像）如图１所示，图中 Ｌｅ
ｎａ和Ｃａｍｅｒａｍａｎ的分辨率均为２５６×２５６。用表１中的模糊算
子分别作用于测试图像，并加入零均值的高斯加性噪声，得到

实验所需的观测图像（即模糊图像），并且所有观测图像的模
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糊信噪比（ｂｌｕｒｒｅｄｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＢＳＮＲ）均为４０ｄＢ。实验
过程中，手动调整参数λ和μ的取值，以获得该算法所能达到
的最优结果。实验环境为：ＷｉｎｄｏｗｓＸＰＳＰ２操作系统，仿真软
件ＭＡＴＬＡＢＲ２００９ｂ，ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕｏＣＰＵ＠ ２．１０ＧＨｚ，２ＧＢ
ＤＤＲ２ＲＡＭ。除了本文提出的算法，参与实验的算法还包括
ＩＳＴ［３］、ＦＩＳＴＡ［９］、ＮＥＳＴＡ［１０］和 ＳＰＧＬ１［１２］等算法。这些算法是
最近提出的具有代表性的算法，它们均基于式（３）处理图像的
复原问题。

!

!

"#!$

"#$ %&'#

"() *#+&,#+#'

表１　模糊算子

名称 尺寸／长度 角度 方差

高斯 ７×７ ——— ５
均匀 ７×７ ——— ———

运动 １０ １５ ———

　　以复原图像的信噪比改进（ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｎＳＮＲ，ＩＳＮＲ）和
均方误差（ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒｓ，ＭＳＥ）为标准，比较 ＩＳＴ、ＳＰＧＬ１、
ＮＥＳＴＡ、ＦＩＳＴＡ算法和该文提出的算法。实验过程中，参数 λ
和μ相应的取值如表２所示。为保证实验结果的准确，对观测
图像连续进行１５次复原，所得结果平均值如表３和４所示。
表３和４中，Ｌ表示 Ｌｅｎａ图像，Ｃ表示 Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像；Ｏｕｒ＿ａ
和Ｏｕｒ＿ｓ分别表示本文提出的算法的两种模式，即分析和合成
模式。对于合成模式，选择冗余Ｈａａｒ小波框架作为其字典Ｄ。
表３和４的实验结果表明，无论分析模式还是合成模式，本文
算法所获得的复原结果均优于ＩＳＴ、ＳＰＧＬ１、ＮＥＳＴＡ和ＦＩＳＴＡ等
算法。

表２　参数的取值

参数 高斯模糊图像 均匀模糊图像 运动模糊图像

λ ４．５ｅ－３ ５．０ｅ－３ ６．０ｅ－３

μ ５．０ｅ－３ ５．０ｅ－３ ５．５ｅ－３

表３　观测图像的复原结果（ＩＳＮＲ／ｄＢ）

算法
高斯模糊

Ｌ Ｃ
均匀模糊

Ｌ Ｃ
运动模糊

Ｌ Ｃ
ＩＳＴ ２．７３ ２．９７ ３．０６ ３．４２ ４．３２ ３．７８
ＦＩＳＴＡ ５．２０ ５．０５ ５．３１ ５．０７ ７．８９ ６．６１
ＮＥＳＴＡ ３．５６ ３．９５ ３．９０ ４．３７ ５．５６ ４．７８
ＳＰＧＬ１ ４．８７ ５．６７ ５．０２ ６．３０ ７．６４ ７．４８
Ｏｕｒ＿ａ ６．７６ ６．９５ ７．２６ ７．５６ １０．７７ ９．３８
Ｏｕｒ＿ｓ ６．１８ ６．５４ ６．６３ ６．９８ ９．５０ ８．４５

表４　观测图像的复原结果（ＭＳＥ）

算法
高斯模糊

Ｌ Ｃ
均匀模糊

Ｌ Ｃ
运动模糊

Ｌ Ｃ
ＩＳＴ １１７．６９ ２１６．３７ １１５．４４ ２０４．７３ １０２．７０ １８７．７５
ＦＩＳＴＡ ６９．６１ １４０．０７ ６８．７５ １４０．０４ ４１．５９ ９０．７８
ＮＥＳＴＡ ９７．２３ １７２．９５ ９０．２０ １６４．３５ ７７．２６ １４９．２２
ＳＰＧＬ１ ７１．９６ １１６．１８ ７３．４３ １０５．４８ ４７．８９ ８０．０６
Ｏｕｒ＿ａ ４６．５８ ８６．６４ ４３．９０ ７８．７８ ２３．２５ ５１．７９
Ｏｕｒ＿ｓ ５３．１８ ９５．１６ ５０．７０ ９０．０９ ３１．２２ ６４．１１

　　除了信噪比改进和均方误差等结果，实验还记录了观测图
像１５次复原所需的平均时间，如表５所示。表５的实验结果

表明，在合成模式下，本文算法的时间性能明显优于其他算法。

但在分析模式下，ＩＳＴ和 ＦＩＳＴＡ算法时间性能优于本文算法。
其原因是计算式（１５）时，预处理共轭梯度法平均需５５次迭代
才收敛，从而影响了分析模式下本文算法的速度。

表５观测图像的复原结果 ｓ

算法
高斯模糊

Ｌ Ｃ
均匀模糊

Ｌ Ｃ
运动模糊

Ｌ Ｃ
ＩＳＴ ２．９７ ３．３６ ２．９６ ３．３９ ３．２２ ３．１９
ＦＩＳＴＡ ２０．０４ ２０．００ ２０．４４ ２０．３０ ２０．４７ ２０．３７
ＮＥＳＴＡ １９４．３７ ３０７．７７ １９８．４５ ３０２．６１ ２３５．５８ ２９１．０２
ＳＰＧＬ１ ２３７．２５ ２０４．２７ ８９．７２ ２５１．２８ ２０４．９７ ２３９．７０
Ｏｕｒ＿ａ ３９．３７ ４２．６０ ３９．８６ ４２．７９ ４０．５３ ４２．１９
Ｏｕｒ＿ｓ １．５３ １．５６ １．５１ １．５３ １．５６ １．５６

　　为验证本文算法的收敛性，分析了实验过程中该算法的目
标函数均值变化情况，所得结果如图２所示。其中，目标函数
为

λ‖ （Ｇ１ｕ）２＋（Ｇ２ｕ）槡
２‖１＋

１
２‖Ａｕ－ｙ‖

２
２　（分析模式）

λ‖ｕ‖１＋
１
２‖Ａｕ－ｙ‖

２
２　（合成模式）

由图２可看出，随着算法运行时间的增加，目标函数值逐
渐减小，这表明本文算法在不断地收敛。
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　结束语

在变量分离技术和交替最小化算法的基础上，提出了一种

新的图像复原算法框架。该算法框架下，图像复原问题能以分

析模式和合成模式进行处理。为解决该框架下的优化问题式

（９）和（１０），引入迭代重加权算法处理该问题，有效地提高了
这两个优化问题的求解效率，进而提高了整个算法的效率。实

验与同类的具有代表性的算法相比，该算法可获得最佳复原结
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果（以ＩＳＮＲ和ＭＳＥ等客观标准衡量）。在图像复原的速度方
面，合成模式下本文算法的速度最快；但在分析模式下，由于该

算法用ＰＣＧ方法计算式（１５），其速度受到了影响。因此，提高
分析模式下该算法的速度是未来进一步研究的方向。
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表１　处理速度对比 ｆｐｓ

场景
方法

基于高斯背景的目标分割 基于码书背景的目标分割 本文方法

室内 ２３．７ ２１．６ １９．４
室外１ ２４．６ ２１．１ １９．３
室外２ ２３．２ ２２．３ １８．９

$

　结束语

本文利用了码书背景建模的分割方法，并结合梯度因子的

思想，得到一种改进的运动目标分割算法。经过实验测试表

明，该方法以较小的时间代价，换来运动目标分割精度的提高，

对背景噪声和光线扰动有较好的抑制作用，而且能够较好地分

割运动阴影。
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