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摘　要：为了解决高维数据在分类时导致的维数灾难，降维是数据预处理阶段的主要步骤。基于稀疏学习进行
特征选择是目前的研究热点。针对现实中大量非线性可分问题，借助核技巧，将非线性可分的数据样本映射到

核空间，以解决特征的非线性相似问题。进一步对核空间的数据样本进行稀疏重构，得到原数据在核空间的一

种简洁的稀疏表达方式，然后构建相应的评分机制选择最优子集。受益于稀疏学习的自然判别能力，该算法能

够选择出保持原始数据结构特性的“好”特征，从而降低学习模型的计算复杂度并提升分类精度。在标准 ＵＣＩ
数据集上的实验结果表明，其性能上与同类算法相比平均可提高约５％。
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　引言

近年来，随着数据采集技术和存储技术的发展，大量高维

数据（如生物数据、文本数据、遥感数据等）易于获取，却难以

处理。由于维数过高，使用传统的分类方式时往往需要更多的

训练样本，导致维数灾难，从而引起 Ｈｕｇｈｅｓ现象［１］。然而，降

维技术中的特征选择保留了数据的原始特征，依据某种评估准

则，选择最优特征子集对数据进行低维表示，保持了数据的内

在信息，使得分类器在低维子空间上进行工作，从而有效提高

了分类器的效率与预测精度。

特征选择不改变原始空间的性质，过程一般由四个部分组

成：产生器、评估准则、停止条件和验证［２］。本文的研究主要

着重于评估准则的构建。过滤式模型的评估准则不涉及学习

算法，与后者独立，虽然在精度上弱于封装式模型，但有着较高

的效率，是当前研究的热点。如 ＶａｒｉａｎｃｅＳｃｏｒｅ［３］是一种简单
的无监督特征选择方法，其基本思想是特征构成的子空间的方

差越大越重要；ＬａｐｌａｃｉａｎＳｃｏｒｅ［４］也是无监督方法，通过构建无

项加权图描述样本间的局部结构，特征子集不仅方差最大，还

保持了局部性；ＦｉｓｈｅｒＳｃｏｒｅ［３］是利用类标号的有监督方法，寻
找类间方差尽可能大、类内方差尽可能小的特征子集；Ｃｏｎ
ｓｔｒａｉｎｔＳｃｏｒｅ［５］是利用成对约束信息的有监督方法，寻找最能保
持样本间约束关系的特征子集；为了利用大量的无标号数据信

息，Ｚｈａｏ等人［６］提出了基于谱图分析理论的半监督特征选择；

刘峤等人［７］提出了基于零范数特征选择的支持向量机模型，

但受限于ＮＰ难问题的局限性；ＳｐａｒｓｉｔｙＳｃｏｒｅ［８］是基于稀疏理
论的特征选择算法，保持稀疏重构误差最小。Ｌｉａｎｇ等人［９］通

过稀疏接近将其运用在人脸识别中的特征选择。

本文借鉴了稀疏表示的思想，通过经验核映射将原始数据

投影到线性可分的高维空间中，使得线性不可分的数据样本在

高维空间中可能具有更高的区分性。然后对核空间中的高维

数据稀疏表示，构建样本稀疏重构矩阵，依据评分机制寻找最

优的特征子集。实验表明，基于核稀疏表示（ｋｅｒｎｅｌｓｐａｒｓｅｒｅｐ
ｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＫＳＲ）的特征选择算法在多个 ＵＣＩ数据集上取得了
良好的分类性能。
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　基于核稀疏表示的特征选择算法
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　核稀疏表示

稀疏表示［１０］源于信号在过完备字典上进行分解的思想，

将信号ｘ∈ＲＭ分解为一系列基信号Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］∈Ｒ
Ｍ×ｎ

的线性组合ｘ≈∑ｎ
ｉ＝１ｓｉｘｉ，并希望向量 ｓ＝［ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ］

Ｔ尽可

能稀疏。由于 ０范数的求解属于 ＮＰ难问题，Ｄｏｎｏｈｏ
［１１］研究

表明：只要满足所求解足够的稀疏，０和１范数等价。为了减
小重构误差，引入最大错误容忍变量ε，即有问题Ｐ１：

ｍｉｎ
ｓ
‖ｓ‖１

ｓ．ｔ．　‖ｘ－ｓＸ‖２＜ε （１）

　　式（１）是一个凸优化问题，使用经典的 １ｍａｇｉｃ软件包
（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｐｕｂｌｉｃ．ａｓｕ．ｅｄｕ／～ｊｙｅ０２／Ｓｏｆｔｗａｒｅ／ＳＬＥＰ）求解最
小化问题。

为了解决现实中的非线性可分问题，本文通过核方法将原

始数据映射到核空间［１２］。文献［１３］提出了核稀疏表示，但在
求解最优化稀疏矩阵时却相当困难。研究［１４］表明，经验核映

射（ｅｍｐｉｒｉｃａｌｋｅｒｎｅｌｍａｐｐｉｎｇ，ＥＫＭ）所对应的核矩阵与隐形核
映射（ｉｍｐｌｉｃｉｔｋｅｒｎｅｌｍａｐｐｉｎｇ，ＩＫＭ）所对应的核矩阵完全一致，
由ＥＫＭ及 ＩＫＭ所生成的映射样本在各自的特征空间中有着
相同的几何结构，而且文献［１５］已经证明了 ＥＫＭ相对于 ＩＫＭ
更容易处理及分析核对输入空间的适宜度，所以本文选取经验

核映射方法。

对样本集合｛ｘｉ｝
Ｎ
ｉ＝１，Ｋ＝［ｋｅｒｉｊ］Ｎ×Ｎ表示 Ｎ×Ｎ的核矩阵，

其中ｋｅｒｉｊ＝Φ（ｘｉ）×Φ（ｘｊ）＝ｋｅｒ（ｘｉ，ｘｊ），核矩阵Ｋ是一对称半
正定矩阵。假定显性核矩阵Ｋ的秩为ｒ，则核矩阵Ｋ可分解为

ＫＮ×Ｎ＝ＱＮ×ｒΛｒ×ｒＱｔＮ×ｒ （２）

其中：Λ是一对角矩阵，其对角线上每个元素对应于 Ｋ矩阵的
ｒ个正特征值；矩阵Ｑ则是由Ｋ矩阵的ｒ个正特征值所对应的
特征向量组成。

那么，显性核映射定义［１５］如下：

Φｅ：Ｘ→Ｆｒ

ｘ→Λ－１／２Ｑｔ［ｋｅｒ（ｘ，ｘ１），…，ｋｅｒ（ｘ，ｘＮ）］ｔ （３）

令 Ｂ＝ＫＱΛ －１／２，则将通过 ＥＫＭ 生成的特征样本
｛Φｅ（ｘｉ）｝

Ｎ
ｉ＝１所对应的经验核矩阵定义为

ＢＢｔ＝ＫＱΛ－１／２Λ－１／２ＱｔＫ＝Ｋ （４）

将原始数据Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］∈Ｒ
ｎ×ｍ通过核映射 Φｅ生

成新的特征样本｛Φｅ（ｘｉ）｝
ｍ
ｉ＝１，对核空间的新样本进行稀疏表

示，称之为经验核稀疏表示（ｅｍｐｉｒｉｃａｌｋｅｒｎｅｌｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａ
ｔｉｏｎ，ＥＫＳＲ），即有问题Ｐ２：

ｍｉｎ
ｓ
‖Ｓｉ‖１

ｓ．ｔ．　‖Φｅ（ｘｉ）－Ｓｉ×｛Φｅ（ｘｉ）｝ｍｉ＝１‖２＜ε （５）

式（５）是凸优化问题，可通过与式（１）相同的方法求解最
小化问题。对于每一个训练样本ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ），计算其最
优的稀疏重构向量 Ｓｉ，即可得到稀疏重构权重矩阵 Ｓ＝［Ｓ１，

Ｓ２，…，Ｓｍ］
Ｔ。
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Ｑｉａｏ等人［１６］指出，稀疏重构权重向量虽然没有数据标号，

但是具有一定的判别性能，能够反映数据的全局结构信息。对

于样本集Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］∈Ｒ
ｎ×ｍ，样本的个数为 ｍ，维数为

ｎ，ｘｉｊ表示第ｉ个样本的第 ｊ个特征，通过 ＥＫＳＲ得到样本 ｘｉ的

稀疏重构向量 Ｓｉ＝［Ｓｉ１，…，Ｓｉ（ｉ－１），０，，Ｓｉ（ｉ＋１），…，Ｓｉｍ］
Ｔ∈Ｒｍ，

其中Ｓｉｊ表示第ｊ个样本ｘｊ对重构 ｘｉ作出的贡献，则样本 ｘｉ重
构如下：

ｘｉ＝Ｓｉ１ｘ１＋…＋Ｓｉ（ｉ－１）ｘｉ－１＋Ｓｉ（ｉ＋１）ｘｉ＋１＋…＋Ｓｉｎｘｎ （６）

因此，“好”的特征将最能够保持原始数据的稀疏重构特

性，重构误差将达到最小。推广到整个样本集，依据重构误差

构建评分准则为

ＫＳ＿Ｓｃｏｒｅ１ｊ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｊ－∑

ｍ

ｒ＝１
Ｓｉｊｘｒｊ）２ （７）

考虑样本特征的全局方差后，评分准则为

ＫＳ＿Ｓｃｏｒｅ２ｊ＝
∑
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｊ－∑

ｍ

ｒ＝１
Ｓｉｊｘｒｊ）２

∑
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｊ－μｊ）２

（８）

ＫＳ＿Ｓｃｏｒｅ的值越小即保持稀疏结构的能力越强，依据得分
值进行特征选择，即得到基于核稀疏表示的特征选择算法。

ＥＫＳＳ算法流程如下所示：
输入：数据集Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］∈Ｒｎ×ｍ。
输出：特征排列。

ａ）原始数据｛ｘｉ｝ｍｉ＝１通过经验核映射得到｛Φｅ（ｘｉ）｝ｍｉ＝１；
ｂ）利用式（５）构造核空间中样本的稀疏重构矩阵Ｓ；
ｃ）利用式（７）或（８）计算特征的重构得分；
ｄ）依据重构得分升序排列ｎ个特征。
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　实验结果与分析
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　实验设置

在实验中，经验核的核函数采用三种不同类型：线性核

（ｋｅｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｘｉ
ｔｘｊ）、ＲＢＦ核（ｋｅｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ（－‖ｘｉ－ｘｊ‖

２
２／

２σ２））以及多项式核（ｋｅｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝（ｘｉ
ｔｘｊ＋１）

ｄ）。其中核参数

σ的选择如文献［１７］的设置，为所有训练样本的平均 ２范数
距离。核稀疏表示中的错误容忍变量ε＝０．００１。

实验中使用了１１个 ＵＣＩ标准数据集（ｈｔｔｐ：／／ａｒｃｈｉｖｅ．ｉｃｓ．
ｕｃｉ．ｅｄｕ／ｍｌ／）测试特征选择算法的性能，表１中列出了这些数
据集的属性（Ｃ表示类别数目，Ｄ表示维数，Ｎ表示样本数目）。
对于上述数据集，从每类中抽取２／３作为训练样本集，剩余１／
３作为测试样本集。由于基于核稀疏表示的特征选择算法是
无监督的，所以对比算法主要选择无监督的 ＶａｒｉａｎｃｅＳｃｏｒｅ、
ＬａｐｌａｃｉａｎＳｃｏｒｅ和ＳｐａｒｓｉｔｙＳｃｏｒｅ。同时作为参考，还将未进行
特征选择的原始数据的分类结果作为基准Ｂａｓｅｌｉｎｅ。分类器选
择ｋ近邻分类器（ＫＮＮ），分类的精度作为特征选择算法的评
价指标。

表１　无监督特征选择算法在ＵＣＩ标准
数据集上的最高分类性能分析 ％

数据集 Ｂａｓｅｌｉｎｅ Ｖａｒｉａｎｃｅ ＬＳ ＳＳ ＥＫＳＳ１ ＥＫＳＳ２

Ｗｉｎｅ（３Ｃ，１３Ｄ，１７８Ｎ） ９４．０３（１３） ９７．０１（４） ９８．５１（３） ９５．５２（１３）９５．５２（１２） ９７．０１（９）

Ｄｅｒａｍａｔｏｌｏｇｙ（６Ｃ，３４Ｄ，３６６Ｎ） ９２．４２（３４）９５．４５（２１）９６．９７（２２）９３．１８（２９）９７．７３（２６）９３．３４（３１）

Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ（２Ｃ，３４Ｄ，３５１Ｎ） ８６．３２（３４）８８．８９（２２）８９．７４（１７）８９．７４（３０） ９４．８７（９） ９５．７３（５）

Ｄｉａｂｅｔｅｓ（２Ｃ，９Ｄ，７６８Ｎ） ５８．５９（９） ６３．６７（５） ６３．６７（５） ６３．２８（３） ６３．８９（８） ６２．８９（８）

Ｓｏｎａｒ（２Ｃ，６０Ｄ，２０８Ｎ） ８５．３３（６０）８９．３３（５１）９０．６７（１８）８６．６７（４８）８６．６７（４７）８６．６７（５２）

Ｓｏｙｂｅａｎ（４Ｃ，３６Ｄ，４７Ｎ） １００（３６） １００（９） １００（６） １００（２５） １００（１６） １００（５）

ＢｒｅａｓｔＴｉｓｓｕｅ（６Ｃ，９Ｄ，１０６Ｎ） ６２．８６（９） ６８．５７（４） ６８．５７（７） ７１．４３（６） ７１．４３（６） ７１．４３（５）

ＳＰＥＣＴＨｅａｒｔ（２Ｃ，２２Ｄ，２６７Ｎ） ５７．２２（４４） ７５．４（１） ７５．４（１） ８７．６（１） ８９．８４（１） ８９．８４（１）

Ｗａｔｅｒ（２Ｃ，３８Ｄ，１１６Ｎ） １００（３８） １００（８） １００（１） １００（２６） １００（２４） １００（２７）

Ｇｌａｓｓ（６Ｃ，９Ｄ，２１４Ｎ） ４４．２９（９） ４４．２９（１） ４８．５７（４） ５７．１４（５） ５７．１４（５） ５７．１４（５）

Ｗｄｂｃ（２Ｃ，３１Ｄ，５６９Ｎ） ５４．５（３１） ５７．６７（１１）６２．９６（１） ６１．９（２６） ５９．７９（２１）６０．３２（２２）

　　实验前对数据进行归一化处理，使用处理后的数据进行特
征选择和分类。
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　核函数对性能的影响

通过不同的核函数映射后，分类性能上也会有差异。图１
和２分别给出了 Ｄｅｒａｍａｔｏｌｏｇｙ和 Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ数据集在线性核、
ＲＢＦ核和多项式核下ＥＫＳＳ１及ＥＫＳＳ２的分类精度。
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从图中可以看出，线性核的效果偏弱，ＲＢＦ核和多项式核
均可达到好的效果，而从复杂性上考虑本文选择了多项式核。
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　分类性能分析

表１记录了各个无监督算法在１１个ＵＣＩ数据集上的最高
分类性能，括号内的数字代表性能最佳时所选特征的数目，加

粗的数值为所有算法中的最高值。根据上文分析结果，核函数

选择多项式核。分类器的近邻数选择 ｋ＝５。图３和４是 Ｄｅ
ｒａｍａｔｏｌｏｇｙ和Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ数据集在不同特征选择算法下，特征
维数与分类精度的曲线图。
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从表１可以看出，ＥＫＳＳ１和ＥＫＳＳ２在多个数据集上得到
优于其他选择算法的性能。在Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ数据集上，ＥＫＳＳ２只
需要１个特征就可以达到１００％的分类精度；而在 Ｓｏｙｂｅａｎ数
据集上，虽然各个选择算法均能达到１００％的分类精度，但是
ＥＫＳＳ２只需要选择３６个特征中的５个即可达到。Ｌａｐｌａｃｉａｎ
Ｓｃｏｒｅ算法选择了更能保持数据局部特性的特征，在部分数据
集上性能优于本文提出的算法；基于方差的Ｖａｒｉａｎｃｅ算法性能
弱于其他选择算法，但在一般情况下均优于 Ｂａｓｅｌｉｎｅ。实验结
果说明，特征选择算法对于高维数据有着良好的性能，能够寻

找出最优子集，达到降维效果，而本文提出的 ＥＫＳＳ算法在大
多数数据集上的性能优于其他算法。由于ＥＫＳＳ２考虑了全局
方差信息，在大多数情况下的分类精度优于ＥＫＳＳ１。

从图３和４中可以看出，通过特征选择算法对特征进行评
分后，依据评分选取部分特征即可达到最好的分类效果，达到

了降维的目的。

#

　结束语

本文通过核映射将稀疏表示扩展为经验核稀疏表示（ＥＫ
ＳＲ），并引入到特征选择算法理论中，提出了基于核稀疏表示
的特征选择算法（ＥＫＳＳ）。ＥＫＳＳ通过稀疏评分准则选取最优
子集，达到降维的目的。本文在多个标准 ＵＣＩ数据集上进行
了实验，结果表明 ＥＫＳＳ是一种有效的特征选择算法。但是

ＥＫＳＳ算法没有利用监督信息，仅仅考虑了稀疏结构信息，所以
可以考虑选取以类标号为单位的变量集合，使得同类之间的样

本不是稀疏的，而异类之间将保持稀疏性，从而有效利用监督

信息。对于核学习还可以考虑多核的思想［１８］。因此还需进一

步深入研究。
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