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零阶连续曲线包络的计算 倡

王　宁
（中国民航大学 机场学院， 天津 ３００３００）

摘　要： 包络理论中通常采用速度与法矢正交的条件来判断曲线族上的点是否为特征点，它要求曲线至少 C１

连续，而对于 C０
连续的曲线则无能为力。 在此背景下，提出了扩展的包络条件来适应 C０

连续的曲线包络的计

算，并证明了在 C１
连续条件下扩展包络条件是传统包络条件的充分非必要条件；在此基础上，提出了一种新的

任意非凸平面多边形变形包络的计算方法。 最后，通过实例验证了理论和方法的正确性。
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0　引言
任一曲线／曲面沿着二维或三维空间运动（平移或回转）

会形成一族曲线／曲面族，它们所形成的边界被称为包络。 它
在工业界的应用范围非常广泛，如可以用于加工路径规划、零
件装配过程中的干涉检查、基于包络的造型（包括刚体运动包
络和变形运动包络）、传动系统的设计等［１ ～６］ 。 但是，由于曲
线／曲面的种类繁多，运动的形式也多种多样，包络的计算非常
复杂。 因而，一直是工程领域一个重要研究内容之一。

近些年来，计算机技术的飞速发展为包络计算的研究提供
了更为广阔的空间。 为了适应不同场合的要求出现了许多专
门算法，大致可分为三类：ａ）纯数值计算［７ ～１０］ ，典型的方法是
利用运动物体面族与一组直线的交点来逼近包络面；ｂ）利用
包络理论数值方法，典型的方法是（ ｓｗｅｅｐ唱ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ，ＳＥＤＥ）方法，它要用到龙哥库塔法来求解微分方
程［１１，１２］ ；ｃ）利用包络理论的解析方法［１３ ～１５］ 。 其中：方法 ａ）的
适应范围最广，但是计算量也最大，要想达到理想的精度需要
大量的求交运算；方法 ｂ）和 ｃ）的基础都是利用经典的包络理
论。 在利用经典的包络理论计算包络面的过程中，往往要利用
法线和速度正交的条件来计算特征点。 这个条件最早是由前
苏联的 Ｓｈｉｓｈｋｏｗ［１６］提出的， 随后被广泛地推广应用。 为区别
起见，在本文中称之为传统包络条件。 不难理解，使用此条件
的前提是法矢必须存在，因而曲线或曲面至少要求是 C１ 连续。

这就导致了 C０ 连续条件下的特征点计算缺少必要的理论依

据。 虽然有些学者针对这类点给出了一些方法，但是并没有提
出明确的理论依据［１１，１７］ 。 在此背景下，本文将针对 C０ 连续的

点提出扩展的包络条件来判断其是否为特征点，另外还将证明
它与传统包络条件之间的关系。 最后，把提出的理论应用到了
任意非凸平面多边形变形包络的计算中，证明了其正确性和有
效性。

1　平面曲线族的扩展包络条件
1畅1　扩展包络条件的定义

如图 １所示，设一平面曲线方程为 r ＝r（x），且至少 C０ 连

续。 让此曲线在二维空间 R２ 中运动（平移和旋转）形成一个
曲线族 R＝R（x，t），t 表示时间参数。 任意给定一个时刻 t ＝
t１ ，p是此时刻下曲线上的一点，表示为 Rp ＝R（xp，t１ ）。 p的速
度表示为 vp ＝ｄR（xp，t１ ）／ｄt。 过 p 点沿着 vp 方向可以唯一确
定一条直线，被称为速度线。 此外，在 p点邻域内，平面曲线把
二维空间 R２ 分成 A和 B两部分。 平面曲线族的扩展包络条
件可以被概括为：p 点在此时刻下成为特征点的必要条件，即
在点 p附近总是存在一个邻域使得速度线总是位于平面曲线
的一侧或者在平面曲线上。
图 ２给出了 C０ 连续和更高阶连续时判断特征点的例子。

当平面曲线在 p点处至少 C１连续时，这个扩展包络条件是传
统的包络条件 vp· n＝０的充分非必要条件。 此处的 n表示平
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面曲线在 p点处的法矢。 接下来将对此结论进行证明。

1畅2　扩展包络条件与传统包络条件关系的证明
不失一般性，可以把速度线表示为

rｖｅｌｏｃｉｔｙ ＝Rp ＋
vp
｜vp ｜

l （１）

其中：l表示速度线上任意一点到 p的有向距离。 在 p点处，分
别对速度线和平面曲线 r ＝r（x）进行泰勒展开可得

rv －n ＝Rp ＋Δrｖｅｌｏｃｉｔｙ ＝Rp ＋
vp
｜vp ｜

ｄl （２）

rp －n ＝Rp ＋ΔR ＝Rp ＋ｄR ＋o（ΔR） （３）

其中：rv －n表示速度线在 p点的邻域；rp －n表示平面曲线在 p 的
邻域；Δrｖｅｌｏｃｉｔｙ表示速度线在 p点邻域内的点相对于 p点的无穷
小增量；ΔR表示速度线在 p点邻域内的点相对于 p 点的无穷
小增量；ｄR表示 R在 p处的全微分；o（ΔR）表示二阶及二阶以
上的无穷小量。

把式（２）和（３）相减并向法矢 n投影可得
Φ＝（ rp －n －rv －n）· n ＝

（ｄR ＋o（ΔR） ＋
vp
｜vp ｜

ｄl）· n ＝

（o（ΔR） ＋
vp
｜vp ｜

ｄl）· n （４）

不难理解，如果点 p满足扩展包络条件的话，Φ必须满足
Φ≤０或Φ≥０。 不失一般性， 假定Φ≥０，方程（４）可以化为
o（ΔR）· n≥－（vp ／｜vp ｜）· nｄl。 注意到 ｄl 是有向距离，在邻
域内有正也有负数，而 o（ΔR）· n是常数。 因此，只有当 vp·
n＝０时，Φ≥０才成立。 至此，充分性得到证明。

以上证明了扩展包络条件是传统包络条件的充分条件，反
之却不成立。 这个结论可以通过图 ３ 所示的例子很容易看出
来。 图中，点 p是平面曲线的拐点，假定点 p 的速度与其法矢
正交，即满足传统包络条件 vp · n ＝０。 若采用扩展包络条件
来判断，p点不是特征点。 从直观上来看，显然扩展包络条件
的判断是对的。 因此，扩展包络条件是传统包络条件的充分非
必要条件。

另外，需要指出的是，对于一族变形曲线的包络，扩展包络
条件也是适用的。 此时，变形的曲线族表示为 R１ ＝R１ （x（ t），
t），速度表示为 vp ＝ｄR１ ／ｄt。 与刚体运动不同的是，点 p 的速

度不仅仅有平移和旋转运动引起的速度，还有曲线变形引起的
速度。 在后面将会进一步阐述。

2　计算任意封闭平面多边形包络
此章将讨论扩展包络条件在封闭多边形包络计算中的应

用。 多边形可以是任意多边形，可能是凸的，也可能是凹的。
多边形是由一系列直线段组合而成的，在直线段上是 C１ 连续，
在端点处是 C０ 连续。 直线段上的特征点采用传统包络条件可
以很容易判断。 判断端点是否为特征点，则需要采用扩展的包
络条件。 计算的基本步骤如下：

ａ）输入多边形及其运动的路径；
ｂ）计算每个多边形顶点的速度；
ｃ）用扩展包络条件判断是否为特征点；
ｄ）用传统包络条件计算边上的特征点；
ｅ）把计算得到的特征点进行修剪得到最终边界。
从上述可知，无论是传统包络条件还是扩展的包络条件，

都要知道多边形上点的速度。 为了方便，本文采用活动标架方
法来进行计算。 如图 ４所示，把多边形固定在活动标架［ρ（ t）；
e１ （ t），e２ （ t）］上随着它一起运动，则一族平面多边形可以
表示为

R ＝ρ（ t） ＋r（x） ＝ρ（ t） ＋Xe１ （ t） ＋Ye２ （ t） （５）

式（５）对时间 t求导，可得速度为

vp ＝
ｄR
ｄt ＝ｄρ（ t）ｄt ＋X

ｄe１ （ t）
ｄt ＋Y

ｄe２ （ t）
ｄt （６）

如果在运动的过程中多边形产生变形，则线族方程描述为
R ＝ρ（ t） ＋r（x） ＝ρ（ t） ＋X（ t） e１ （ t） ＋Y（ t） e２ （ t） （７）

点的速度为

vp ＝vm ＋vd

vm ＝ｄρ（ t）ｄt ＋X（ t）
ｄe１ （ t）
ｄt ＋Y（ t）

ｄe２ （ t）
ｄt

vd ＝ｄX（ t）ｄt e１ （ t） ＋ｄY（ t）ｄt e２ （ t）

（８）

其中：vm 表示由标架运动引起的速度，vd 表示由变形运动引起
的速度。
对于刚体和线性变形运动，可以利用上式把各端点速度计

算出来。 然后，直线段上任意一点的速度可以由两段速度的线
性插值来表示

vp ＝（１ －λ） v１ ＋λv２ ，λ∈［０，１］ （９）

得到速度以后，就可以判断多边形上的点是否为特征点。
对直线段上的点采用传统包络条件

vp· n ＝（（１ －λ） v１ ＋λv２ ） · n ＝０ （１０）

由上式解出λ，若满足λ∈［０，１］，则说明其上有特征点，
并可以由下式求出：

p ＝（１ －λ）p１ ＋λp２ （１１）

其中：p１ 、p２ 表示直线段的两个端点。
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若判断端点是否为特征点，则需要采用扩展包络条件。 如
图 ５ 所示，在端点处建立局部坐标系，若速度线穿过相邻两边
所围成的区域，则不是特征点；反之，则为特征点。 显然，这个
判断非常简单，只要进行简单的角度范围判断。

3　计算实例
本章通过计算一个线性变形的五角星线族包络来验证上

述方法的有效性。 初始五角星各个顶点数据为：（０，５０），
（１１畅１４，１５．４５）， （４７．４６，１５．４５）， （１８．１６， －５．９）， （２９．３９，
－４０．４５）， （０， －１９．１），（ －２９．３９， －４０．４５），（ －１８．１６，
－５畅９），（ －４７．４６，１５．４５），（ －１１．１４，１５．４５）。 顺次连接上述
点成封闭形状。

设初始的标架与绝对坐标系重合。 活动标架原点轨迹为
ρ（ t） ＝［１３０ t，１３０ t２ ］，t∈［０，１］

旋转矩阵为

A（ t） ＝
ｃｏｓ（πt） －ｓｉｎ（πt）
ｓｉｎ（πt） ｃｏｓ（πt） ，t∈［０，１］

变形五角星线族上的任意一点表示为

p′＝ρ（ t） ＋（１ ＋t）pA（ t）

式中第二项引入了（１ ＋t），表示线性变形的比例。 图 ６（ａ）描
述了在此条件下的线族图形，（ｂ）是采用 ２章的方法计算出来
的特征点。 由于在运动的过程中会发生局部和全局干涉，这些
点往往不是所有的点都在包络边界上。 因此，还需对这些点进
行修剪运算。 需要指出的是，第一个和最后一个五角星也被离
散成点参与了修剪运算。 这是因为它们上面的一部分点总是
在最终的边界上。 经过计算，最终得到图 ６（ｃ）的结果。

4　结束语
为了能够计算 C０ 连续的曲线族的包络，本文在传统的包

络条件基础上提出了扩展包络条件，并证明了在 C１ 连续条件

下，扩展包络条件是传统包络条件的充分非必要条件。 这是对
传统包络理论的补充，对包络本质的更进一步的理解。 在此基
础上，把任意平面多边形族特征点的计算分为直线和端点两部
分进行。 对 C１ 连续的直线采用传统包络条件来计算特征点；

对 C０ 连续的端点采用扩展包络条件来判断特征点。 此方法不

仅可以用于刚体运动包络的计算，同样也可以适用于变形包络
的计算。 最后给出的计算实例充分表明了理论与方法的正确
性。 另外，对于复杂光滑的曲线，可以把其在一定精度下离散
成多边形，再进行包络计算。 可见，本文方法可以用于任意平
面曲线的包络计算。
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