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基于 Fourier 神经网络的图像复原算法 倡
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摘　要： 由于退化图像的点扩散函数难以准确确定，提出一种基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 正交基函数的前向神经网络图像复
原模型，该模型以一组 Ｆｏｕｒｉｅｒ正交基为隐层神经元的激励函数，根据误差传递算法进行权值修正，达到收敛目
标。 给出 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络及其相应的衍生算法的图像恢复实现步骤。 实验表明，该方法能较好地实现图像的
复原。
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　　图像的复原是图像处理的一个重要分支，在图像的获取、
传送、转换及传输过程中，都会造成图像的退化，而在众多的应
用领域中，又需要清晰、高质量的图像，因此图像复原具有重要
的意义。 图像的退化模型如下：

g（x，y） ＝H［ f（ x，y）］ ＋n （１）

原始图像 f（x，y）经过一个点扩散函数 H的作用后形成退
化图像 g（x，y）， 图像复原的目的就是获得关于原始图像的近
似估计 f ′（x，y）。 现实中，点扩散函数复杂多样。 传统的滤波
方法［１］很难得到准确的点扩散函数，复原时存在困难。

近年来，神经网络在图像复原领域中得到广泛应用［２］ ，用
于图像复原的神经网络模型也越来越多。 前向神经网络由于
能学习大量的输入与输出之间的非线性映射关系，其固有的自
学习、自适应性、鲁棒性和推广能力，使其在图像复原领域得到
很好的运用，同时由于神经网络在并行处理及大容量计算方面
存在巨大潜能，因此被用于解决图像处理领域内的多种问题。
但是现阶段用于图像复原的神经网络模型运算量大、收敛慢、
容易陷于局部最小值。

1　Fourier 理论基础及网络模型
1畅1　Fourier正交多项式

要建立 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络图像复原模型，首先要了解 Ｆｏｕ唱
ｒｉｅｒ三角基函数［４，５］的定义。

定义 １　周期为 ２π的函数 f（x），若能展开成三角级数：

f（ x）→
a０
２

＋∑
∞

k ＝１
ak ｃｏｓ（ kx） ＋bk ｓｉｎ（ kx） （２）

则称为函数 f（x）的傅里叶级数，其中 ak、bk 称为傅里叶系数。
理论上有

ak ＝
１
π

∫π
－πf（x）ｃｏｓ（ kx）ｄx；k ＝０，１，２，３，⋯ （３）

bk ＝
１
π

∫π
－πf（x） ｓｉｎ（kx）ｄx；k ＝０，１，２，３，⋯ （４）

定理 １　若 f（x）在（ －l，l）内逐段连续并有逐段连续的导
数，且一切不连续点ξ是正则的，及 f（ξ） ＝［ f（ξ－） ＋f（ξ＋）］／
２，则 f（x）可展开成傅里叶级数：

f（x） ＝
a０
２

＋∑
∞

k ＝１
ak ｃｏｓ（ kπxl ） ＋bk ｓｉｎ（ kπxl ） （５）

式中： ak ＝
１
l ∫l

－l f（x） ｃｏｓ（ kπxl ）ｄx；k ＝０，１，２，３，⋯ （６）

bk ＝
１
l ∫l

－l f（ x） ｓｉｎ（ kπxl ）ｄx；k ＝０，１，２，３，⋯ （７）

1畅2　Fourier神经网络建模
Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的输入／输出层神经元采用线性激励函

数，隐层神经元的激励函数为一组傅里叶三角基函数：

｛１，ｃｏｓ πxl ，ｓｉｎ πx
l ，ｃｏｓ ２πxl ，ｓｉｎ ２πxl ，⋯，

ｃｏｓ nπxl ，ｓｉｎ nπx
l ｝，x∈（ －l，l） （８）

输入层至隐层神经元的连接权值恒为 １，傅里叶系数 a０ ，
ai，ak（i ＝１，２，⋯，n）作为隐层神经元到输出层神经元的连接
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权值。 文献［６，７］中介绍了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络的权值确定，该
Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的输出特性正是式（５）的部分和。 故定理 １
在理论上证明了 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络具有良好的逼近能力［７］ ，隐
层神经元的个数恰为 ２n＋１，即式（８）中基函数个数。

本文中基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 正交基的神经网络为前向型神经网
络，文献［８，９］中对它的应用作了介绍。 如图 １ 所示，采用误
差传递算法（ｅｒｒｏｒ ｂａｃｋ唱ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｔｒａｉｎｉｎｇ）训练。 其隐层神经
元输出为式（８）定义的 Ｆｏｕｒｉｅｒ基函数值：

Ti（x） ＝

１　　　　　　　i ＝０
⋯

ｃｏｓ（ i ＋１
２

πx
l ） i ＝１，３，５，⋯

ｓｉｎ（ i
２

πx
l ） i ＝２，４，６，⋯

（９）

传统的人工神经网络一般要先设定网络层数及隐层神经

元数目，因此网络无法自适应调整。 在前向神经网络中，网络
的最佳拓扑结构一直是一个最受关注的热点。 输入层到输出
层的个数可以根据实际运用需要选择，易于确定，而隐层神经
元数目的选取比较难，但其又直接影响神经网络的拓扑结构和
网络性能。 神经元数过少，网络的性能难以满足实际的需求；
隐层神经元数目过多，又可能使网络结构过分冗余。 由此提出
了 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的衍生算法［１０］ 。 具体做法为：先任取较少
的 n个神经元作为初始神经元，当学习 k次后误差不再发生变
化且 E（k） ＝E（k－１） ＞ε（ε 为预先设定好的精度）时，网络自
动衍生，即增加隐层神经元数目，n←n ＋２，重复这一过程，直到
E≤ε时才停止衍生和学习，此时的隐层神经元个数即为网络最
佳拓扑结构下的隐层神经元个数，神经网络处于最佳拓扑状态。

2　Fourier 神经网络图像复原算法实现
2畅1　Fourier神经网络

对于 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络，其用于图像复原算法如下：
输入层： ο ＝x （１０）

隐层神经元输入： ｎｅｔ i ＝ο （１１）

输出层： y ＝a０T０ ＋∑
n

j ＝０
ajTj１ ＋bjTj２ （１２）

网络的输出 y目标值 f（x）的误差记为
ei ＝f（xi） －yi；i ＝１，２，⋯，m （１３）

网络训练目标为 E ＝１
２

∑
m

i ＝１
e２i （１４）

m为样本数，采用 ＢＰ学习算法进行权值修正：

Δaj ＝－η抄E
抄aj

＝ηeiTj （１５）

aj（ k ＋１） ＝aj（ k） ＋Δaj（ k） （１６）

Δbj ＝－η抄E
抄bj

＝ηei Tj （１７）

bj（ k ＋１） ＝bj（ k） ＋Δbj（ k） （１８）

其中：学习率 ０ ＜η＜１，k为学习（训练）的次数。

2畅2　衍生算法的实现
衍生算法能使 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络在最佳的网络拓扑结构下

对图像复原，其算法如下：
ａ）取隐层神经元个数 n＝１；
ｂ）初始化权值，按式（１３）（１４）计算当前实际误差 E；
ｃ）若 E ＞ε，则 n ＝n ＋２；且跳转到 ｂ）；若 E≤ε，停止训练，

此时 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络最佳拓扑结构已自动生成。

3　实验及结果
本文中利用 Ｌｅｎａ 对已训练好的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络进行仿

真测试，并将本文中的图像复原算法与 Ｌ唱Ｍ优化的 ＢＰ算法及
文献［２，３］中的图像复原算法进行比较。 在对图像进行训练
时，首先要将其进行初始化操作，本文中图像大小为 ２５６ ×２５６
像素，图像的灰度值标准化为－１１ 的范围。 训练时，将模糊图
像的像素值作为训练样本，与之相对应的原始清晰图像作为训
练目标值。 训练结束后保存训练好的权值，用测试图像 Ｌｅｎａ
对训练好的 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络进行检测。
为了将 Ｌ唱Ｍ优化的 ＢＰ算法以及文献［２，３］中图像复原算

法与本文中提到的利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络及其衍生算法的图像
复原进行比较，本文中利用峰值信噪比对不同的复原图像进行
质量评价，即

ＰＳＮＲ ＝１０ ｌｏｇ ２５５２ ×M ×N

∑
M

i ＝１
∑
N

j ＝１
［ f（ i，j） －f

∧
（ i，j）］２

（１９）

ＰＳＮＲ的值越大，说明复原图像效果越好。
图 ２是 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的收敛曲线，图中隐层神经元数

为 １９。 由图 ２可以看出，在经过 １２３ 次训练以后，误差达到了
０畅０００ １４９ ９２。

由于隐层神经元个数对神经网络的性能有着重要的作用，
图 ２中误差收敛曲线不一定就是 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络处于最佳网
络拓扑结构下的收敛图，因此利用衍生算法确定 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经
网络的隐层神经元个数多少时，网络的性能处于最佳的状态，
即 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的最佳网络拓扑结构。 实验中，先将隐层
神经元个数初始化为 １，每运行一次，增加 ２ 个神经元，达到设
定误差时的神经个数就是网络处于最佳状态时的隐层神经元

数目，其衍生曲线如图 ３所示。
由图 ３可以看出，Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络在衍生 ５ 次（即隐层神

经元个数 １１ 时达到设定的误差，收敛误差为 ０．０００１４６８４。 因
此由图 ３得到了 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络的最佳拓扑结构。 图 ４ 为其
在最佳拓扑结构下的收敛曲线（即选取隐层神经数为 １１ 时的
收敛曲线）。 由图 ４ 可以得出，网络处于最佳拓扑结构下时，
能达到更高的收敛精度。
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图 ５列出了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络及其衍生算法的 Ｌｅｎａ 复原
图，并与 Ｌ唱Ｍ优化的 ＢＰ神经网络及文献［２，３］的图像复原图
进行比较。

为了更好地说明 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络及其衍生算法的性能及
图像复原效果，将其与 Ｌ唱Ｍ优化的 ＢＰ算法及文献［２，３］中图
像复原算法的复原效果图的 ＰＳＮＲ值列于表 １。

表 １　不同算法的 ＰＳＮＲ值比较
结果

图像

图 ５（ｂ） 图 ５（ ｃ） 图 ５（ｄ） 图 ５（ｅ） 图 ５（ ｆ） 图 ５（ ｇ）
ＰＳＮＲ ２１ d．０８４６ ３１ 妹．１３０９ ３０ !．５６８７ ２９ �．６４１４ ３３ 揶．３６１９ ３３ B．４５２１

　　从表 １中可以看出， 基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络及其衍生算法
的 ＰＳＮＲ值大于 Ｌ唱Ｍ优化的 ＢＰ神经网络及文献［２，３］中算法
的 ＰＳＮＲ值。 说明 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络及其衍生算法具有较好的
复原效果。

4　结束语
Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络隐层神经元的激励函数为一组 Ｆｏｕｒｉｅｒ 正

交三角基函数，能够自适应调整模型结构，且具有良好的非线性
逼近能力。 本文通过实验得出了将 Ｆｏｕｒｉｅｒ神经网络及相应衍
生算法的复原图像，与其他算法进行相比，其具有较好的效果。
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结果准确性高，适合于临床应用。
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