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摘　要： 利用马尔可夫收敛准则、图的 Ｌａｐｌａｃｅ矩阵谱特性和欧氏度量的极值，对一类具有随机拓扑结构的离散
时间多智能体系统平均一致性问题进行了深入讨论。 引入完好概率矩阵的概念，建立随机拓扑结构下离散时间
系统的一致性算法，应用马尔可夫过程收敛相关结论及伴随算子，从欧氏度量极值的角度证明了系统可达到渐
近平均一致，并得出了所需满足的条件，该条件放宽了对系统连通性的要求。 最后，采用六个智能体组成的多智
能体系统进行计算机仿真，对理论的正确性进行了验证。
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　　近年来，随着分布式网络及多智能体系统（ＭＡＳ）的迅速
发展，协同控制成为控制领域研究的一个热点。 而一致性问题
作为多智能体协同控制的基础，受到来自各个领域研究者越来
越多的关注［１ ～１３］ 。

在许多实际应用场合，网络拓扑结构经常是变化的，如网
络节点或边的故障、重连、丢包等，又如蜂拥问题和飞行器编队
控制问题等场合，通常把这种动态拓扑结构称为网络切换拓扑
结构［９］ 。 Ｏｌｆａｔｉ等人［２］研究了具有切换拓扑的有向网络平均

一致性问题，认为系统必须满足每个拓扑图都为平衡有向图且
强连通；Ｊａｄｂａｂａｉｅ等人［４］在研究中得到了比文献［２］更为弱化
的保证系统趋于一致的条件，即切换拓扑网络保持周期连通；
Ｍｏｒｅａｕ［５］给出了文献［４］的扩展结果，得到了切换拓扑网络系
统趋于一致的更弱的条件；Ｒｅｎ等人［６］也给出了切换拓扑时且
边有权值情形的收敛条件；Ｋａｒ等人［７］针对传感器网络中的通

信故障及信道噪声等问题，给出了两种适用于动态拓扑结构的
一致性算法；文献［１０］针对多无人机协同搜索中的环境信息
一致性问题，重点研究了全局通信条件下通信延迟造成的搜索
图信息不一致问题。

1　代数图论
二元组 G＝（V，E）表示一个无向图，其中 V ＝（v１，⋯，vn）表

示具有 n个节点的集合，节点的下标集合 I ＝｛１，２，⋯，n｝，边集
E∈V ×V表示由节点对组成的边的集合。 在无向图中，节点对
是无序的，即满足（vi，vj）∈E骋（vj，vi）∈E。 如果（vi，vj）∈E，则
称节点 vj 是节点 vi 的邻点，邻点集合 Ni ＝｛vj∈V｜（vi，vj）∈E｝。
节点 vi 的度 di ＝｜Ni ｜，即集合 Ni 中元素的个数，度矩阵定义为
D＝ｄｉａｇ（d１ ，d２ ，⋯，dn ）。 图 G 的结构可以由邻接矩阵 A ＝
［aij］ n ×n表示，若（vi，vj）∈E，aij ＝１；否则，aij ＝０。 矩阵 L＝D－A
为图的 Ｌａｐｌａｃｅ矩阵，其谱特性是衡量一致性算法收敛的一个重
要因素。 对于无向图 G，矩阵 L为对称正半定矩阵，所有特征值
为非负实数。 根据 Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理［１５］ ，矩阵 L所有的特征值均
分布在以σ＋０j为中心，以σ为半径的圆内，其中σ＝ｍａｘi di，将
特征值按大小进行排序：

０≤λ１（L）≤λ２（L）≤⋯≤λn（L）≤２σ （１）

其中：０为矩阵 L 的一个平凡特征值，l 为其对应的特征向量
（ l＝［１，⋯，１］Ｔ∈瓗n）。特征根 ０的重数等于无向图连通块的个
数；若 G为连通图，则 ０为单重根，其第二小特征值λ２（L） ＞０。

2　问题描述
ＭＡＳ的拓扑结构由无向图 G ＝（V，E）表示，n个节点代表

n个智能体，边表示智能体之间存在信息传递。 令 x＝［xＴ１ ，⋯，
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xＴn］ Ｔ，xi∈瓗m 为 vi 的值。 如果有 xi ＝xj，则节点 vi 和节点 vj 的
信息达到一致；若对于橙i，j∈I，i≠j，xi ＝xj，则多智能体网络拓
扑中的所有智能体达到了一致。 本文中，采用以下离散时间一
致算法［８］ ：

xi（ k ＋１） ＝ωii（k） xi（ k） ＋∑
j∈Ni

ωij（ k）xj（k） （２）

其中：i∈I，集合 Ni 随拓扑结构变化而变化；ωij为（ vi，vj）上信
息对 xi 的权重，满足ωii（k） ＋∑

j∈Ni
ωij（k） ＝１。

在算法迭代中，考虑ωij为时变的，但在同一迭代过程中，
各边上的权重相同，即橙i，j∈I，i≠j，ωij（k） ＝α（k）。 式（２）转
换为

xi（ k ＋１） ＝［１ －α（k）di（ k）］ xi（ k） ＋α（k） ∑
j∈Ni

xj（ k） （３）

因而，整个多智能体系统矩阵形式为
x（ k ＋１） ＝x（k） －α（ k）（L（Gk）碅Im）x（ k） （４）

其中：xi∈瓗m，x＝［xＴ１ ，⋯，xＴn ］ Ｔ；碅为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；Im 为 m 阶
单位阵。 下文中，将 L（Gk）记做 L（k）。

为简化计算，仅对 xi∈瓗进行分析，所得结论对 xi∈瓗m

（ i∈I）亦成立。式（４）简化为
x（ k ＋１） ＝x（ k） －α（ k）L（ k）x（ k） （５）

3　随机拓扑结构 MAS 一致性
3畅1　一致性算法

针对拓扑结构的随机性，引入完好概率矩阵的定义。
定义 １　完好概率矩阵。 图 G ＝（V，E）的完好概率矩阵

P＝［pij］ n ×n，i，j∈I。其中，pij为边（vi，vj）∈E的完好概率，作如
下约定：０≤pij≤１；pii ＝０，i∈I；并且概率 pij非时变，即矩阵P为
常值矩阵。 各边以概率 pij连接（保持连接）或以概率（１ －pij）
断开（保持断开），即

pij ＝
P｛ lij（k ＋１） ＝－１｜lij（ k） ＝－１｝

P｛ lij（k ＋１） ＝－１｜lij（ k） ＝０｝
　i≠j （６）

其中：lij为图 G的 Ｌａｐｌａｃｅ矩阵中元素。
在此假设随机拓扑网络 G ＝（V，E（k））对应的 Ｌａｐｌａｃｅ 矩

阵序列｛L（k）｝ k≥０与其期望值珔L＝E L（k） 相对独立。 其中，珔L
为常值矩阵并且满足λ２（珔L） ＞０。 网络 G（V，E（k））的 Ｌａｐｌａｃｅ
矩阵可记为

L（ k） ＝珔L ＋珘L（k），橙k ＞０ （７）

随机拓扑网络 G（V，E（k））一致性算法可表示为
x（ k ＋１） ＝x（ k） －α（k）（珔L ＋珘L（ k））x（ k） （８）

3畅2　平均一致性分析
令 ρ（· ）表示 Ｅｕｃｌｉｄ空间中的度量，对于空间 B炒瓗n，B

的邻域及其补集的定义分别为
Uε （B） ＝｛x｜ｉｎｆ

y∈B
ρ（ x，y） ＜ε｝

Vε （B） ＝瓗n ＼Uε （B） （９）

其中：ε为任意小的正数。
定义 ２　马尔可夫过程的伴随算子［８］ 。 X ＝｛x（k）｝ k≥０为

马尔可夫过程，Γ为其伴随算子，定义为
Γψ（k，x） ＝E［ψ（k ＋１，x（ k ＋１）） ｜x（ k） ＝x］ －ψ（ k，x） （１０）

其中：k≥０，x∈瓗n，且非负函数ψ（k，x）条件期望存在。
引理 １［８］　设 X为马尔可夫过程，其伴随算子为Γ。 考虑

定义在 k≥０，x∈瓗n 上的非负函数Φ（k，x）∈DΓ及空间 B炒
瓗n，若满足式（１２） ～（１４）三个条件，则对于任意初始概率分
布的马尔可夫过程 X＝｛x（k）｝ k≥０，有以下结论：

P（ ｌｉｍ
k→∞

ρ（x（k），B） ＝０） ＝１ （１１）

即当 k→∞时，概率为 １地收敛到 B的条件为
ａ） ｉｎｆ

k≥０，x∈Vε（B）
Φ（k，x） ＞０，橙ε ＞０

Φ（k，x）≡０， x∈B， ｌｉｍ
x→B

ｓｕｐ
k≥０

Φ（ k，x） ＝０ （１２）

ｂ） ΓΦ（ k，x）≤g（ k）（１ ＋Φ（k，x）） －α（ k）φ（ k，x） （１３）

其中：φ（k，x）为非负函数，k≥０，x∈瓗m，满足 ｉｎｆ
k≥０，x∈Vε（B）

φ（k，x） ＞０，

橙ε ＞０。
ｃ） α（ k） ＞０，∑

k≥０
α（ k） ＝∞，g（k） ＞０，∑

k≥０
g（k） ＜∞ （１４）

根据上述结论，给出算法可达到平均渐近一致的结论。
定理 １　ＭＡＳ的初始状态为 x（０）∈瓗n，其拓扑结构具有

随机性。 在算法式（８）下，若α（k）满足随机逼近收敛条件［１４］ ：
α（k） ＞０，∑

k≥０
α（k） ＝∞，∑

k≥０
α２ （ k） ＜∞，且 λ２ （珔L） ＞０，则 ＭＡＳ

可达到平均渐近一致，即：ｌｉｍ
k→∞

x（k） ＝ａｖｅ（x（０）） lＴ。
证明　由假设可知，X＝｛x（k）｝ k≥０为马尔可夫过程

［３］ 。
首先证明算法的收敛性。 定义空间Ω炒瓗n，满足

　　　　　　　　　Ω＝｛x∈瓗n ｜x ＝al，a∈瓗｝ （１５）

取势函数：

Φ（ k，x） ＝xＴ（ L吃 －珚H）x （１６）

因为 lＴ 为矩阵珔L的 ０特征根对应的特征向量，则
Φ（k，x）≡０，x∈Ω （１７）

由Φ（k，x）的连续性可知
ｌｉｍ
x→Ω

ｓｕｐ
k≥０

Φ（ k，x） ＝０ （１８）

根据 Ｃｏｕｒａｎｔ唱Ｆｉｓｃｈｅｒ 定理［１５］ ，实对称矩阵 珔L 满足 xＴ珔Lx≥
λ２（珔L）‖x‖２，又知 x∈Vε（Ω）痴‖xΩ⊥‖≥ε，可得Φ（k，x） ＝

xＴ珔Lx≥λ２（珔L）‖xΩ⊥‖２≥λ２（珔L）ε２ 成立。
由 ３．１节中的假设条件λ２（珔L） ＞０，可得

ｉｎｆ
k≥０，x∈Vε（Ω）

Φ（k，x）≥λ２（珔L）ε２ ＞０ （１９）

以上证明了Φ（k，x）满足引理 １中的条件 ａ）。
参照文献［８］中的推理过程，将式（８）代入式（１０），得到

ΓΦ（k，x） ＝E［x（ k ＋１） Ｔ珔Lx（ k ＋１） ｜x（ k） ＝x］ －xＴ珔Lx ＝

E［［x －α（ k）珔Lx －α（ k）珘L（k）x］ Ｔ珔L［x －

α（ k）珔Lx －α（ k）珘L（ k）x］］ －xＴ珔Lx （２０）

因为 E（珘L（k）） ＝０，且与 x（k）相对独立，上式为
ΓΦ（k，x） ＝－２α（k）xＴ珔L２ x ＋α２（ k）xＴ珔L３x ＋

E［α２（ k）（珔L（k）x） Ｔ珔L（ L～（ k）x）］≤
－２α（k）xＴ珔L２ x ＋α２（ k）λ３

n（珔L）‖xΩ⊥‖２ ＋

α２（ k）λn（珔L）E［λ２ｍａｘ（ L
～
（k））］‖xΩ⊥‖２ （２１）

由 Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理［１５］ ，ｍａｘλi（珘L（k））≤２（n－１） ＜２n，则
ΓΦ（ k，x）≤ －２α（ k）xＴ珔L２ x ＋α２（k）λ３

n（珔L）‖xΩ⊥‖２ ＋

４α２（ k）n２λn（珔L）‖xΩ⊥‖２ （２２）

在上述推理中，已知 xＴ珔Lx≥λ２（珔L）‖xΩ⊥‖２ 和λ２（珔L） ＞０
均成立，可将式（２２）转换为如式（１３）形式，得

ΓΦ（ k，x）≤ －２α（ k）xＴ珔L２ x＋

α２（k） λ３
n（珔L） ＋４n２λn（珔L）

λ２（珔L）
xＴ珔Lx （２３）

由引理 １，为使ΓΦ（k，x）满足条件 ｂ），可取
φ（ k，x） ＝２xＴ珔L２x （２４）

g（k） ＝α２（ k） λ３
n（珔L） ＋４n２λn（珔L）

λ２（珔L）
（２５）

现证明φ（k，x）、g（k）满足引理 １中的约束条件。
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ａ）对于矩阵 珔L２，其特征值满足 λ（珔L２ ） ＝λ２ （珔L），根据式
（１９），则有

ｉｎｆ
k≥０，x∈Vε（Ω）

φ（k，x） ＝２xＴ珔L２ x≥２λ２
２（珔L）ε２ ＞０

２）由式（１）可知，g（k） ＞０；由于珔L为常值矩阵，故其所有
特征根均为确定值，并且满足式（１）约束。

记β＝
λ３

n（珔L） ＋４n２λn（珔L）
λ２（珔L）

，由式（１４）可得∑
k≥０

g（ k） ＝β∑
k≥０

α２

（ k） ＜∞。
综上所述，引理 １中的条件均可满足。 因此有

P（ ｌｉｍ
k→∞

ρ（x（ k），Ω） ＝０） ＝１ （２６）

即当 k→∞时，各节点的信息以概率 １收敛到空间Ω。
下面，考虑 x（k）可取得平均一致收敛。
由式（１８）式知

P（ ｌｉｍ
k→∞

‖x（ k） －a1‖ ＝０） ＝１ （２７）

式（８）两端同时左乘行向量 １
n 1

Ｔ，得

ａｖｅ（x（ k ＋１）） ＝ａｖｅ（x（k）） －α（ k）1ＴL（ k） ＝ａｖｅ（x（ k）） （２８）

由归纳法可得
ａｖｅ（x（ k ＋１）） ＝ａｖｅ（x（０）） （２９）

即：ｌｉｍ
k→∞

x（k） ＝ａｖｅ（x（０））1Ｔ。

4　仿真分析
本文采用六个 ａｇｅｎｔ组成的无向网络。 假设 ａｇｅｎｔ 的状态

是一维的，xi（０） ＝i，i炒［１，２，⋯，６］；权重因子α（ k） ＝k －０．８ 。
文献［１６］中给出了网络平均节点度与连接概率之间的实验统
计关系为

pij ＝
３．５λ２（珔L）

n · ｅ －１
０．２d （３０）

其中：λ２（珔L）为网络期望平均连接度；n为网络节点的规模；d为
网络中最长路径的长度。 利用式（３０）产生的随机拓扑不能保证
连通性。 ＭＡＳ在仿真过程中的部分拓扑结构如图 １所示。

图 １给出了仿真过程中的一些拓扑结构，这些结构均有两
个以上的连通片。 在仿真过程中可知，ａｇｅｎｔ 之间并未时刻处
于连通状态。 在仿真初始时刻，各 ａｇｅｎｔ所拥有的信息不同，由
于拓扑结构的动态变化，在仿真前期各 ａｇｅｎｔ 信息发生振荡，
经过约 １０ 次迭代，各 ａｇｅｎｔ的信息状态快速达到一致，仿真结
果如图 ２、３所示，可见该一致性算法并不要求系统的拓扑结构
时刻保持连通，仅需要满足 Ｌａｐｌａｃｅ均值矩阵的平均连通，系统

便可达到渐近一致。

5　结束语
本文研究了随机拓扑结构多智能体的一致性问题。 考虑

系统拓扑为无向的，ａｇｅｎｔ 间的连接存在随机的故障。 由于频
域方法很难应用于具有动态拓扑结构的 ＭＡＳ 一致性分析，本
文应用马尔可夫过程的收敛准则和欧氏度量，结合 Ｌａｐｌａｃｅ矩
阵的谱特性，借鉴马尔可夫过程伴随算子的相关性质，引入了
完好概率矩阵，从概率度量角度研究了在随机拓扑结构下
ＭＡＳ达到平均一致性的条件，该条件主要与连接边的权值以
及系统的平均连通性有关。 最后通过仿真验证了结论的正确
性。 笔者下一步工作将研究完好概率矩阵对系统平均一致收
剑性的影响。
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