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摘　要： 选择 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ、Ｔｅｎｔ、ＩＣＭＩＣ、Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ和 Ｓｉｎｅ 映射进行分析，比较不同一维混沌映射在解
决非线性优化问题时的混沌搜索效果。 使用了四种二维函数测试六种映射的全局寻优能力、收敛速度和解的精
度，仿真比较了它们的优化性能，得出六种映射在收敛速度和解的精度方面的性能比较结论。
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　　作为一种复杂的非线性系统的动态行为，混沌在过去十年
左右得到广泛的关注［１］ 。 目前，它已经在不同学科领域如工
程［２］ 、医学［３］ 、生态学［４］ 、经济学［５］等得到应用。 混沌数学定
义为简单的确定性系统产生的随机性。 一般地，混沌应具有以
下主要特性［６］ ：ａ）非线性；ｂ）对初值的敏感依赖性；ｃ）遍历性；
ｄ）随机性；ｅ）奇异吸引子，又叫混沌吸引子；ｆ）分数维特性；ｇ）
整体稳定局部不稳定；ｈ）长期不可预测性；ｉ）轨道不稳定性及
分叉；ｊ）普适性和 Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍ常数。

1　常用一维混沌映射函数
1畅1　Logis tic 映射

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射是一种经典的混沌映射，也称为虫口映射，其
最初为预测人口的算法，从数学形式上来看是一个非常简单的
混沌映射［７］ ，其数学表达式为

xn ＋１ ＝λxn（１ －xn）　０ ＜λ≤４ （１）

迭代次数 N→∞时，其混沌序列的概率分布密度函数为切
比雪夫型分布，如式（２）所示。

ρ（ x） ＝
１

π x（１ －x）
　x∈（０，１）

０　　　　　　其他
（２）

将 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射迭代 ３０ ０００次得到的（０，１）范围的分布如
图 １所示。 从图 １ 可知，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射混沌序列的分布特点是

中间取值概率比较均匀，［０．１，０．９］平均取到 ２００ 多次；而在
（０，０．１）和（０．９，１）区间取值多达 １ ９００次。 因此，当全局最优
点不在设计变量空间两端时，许多次搜索都在设计变量的两端
进行，这对寻找最优点是很不利的，需要多次迭代才能得到最
优解，大大降低了算法的效率［８］ 。

1畅2　Tent 映射
Ｔｅｎｔ映射又称帐篷映射，是分段线性的一维映射，具有均

匀的概率密度、功率谱密度和理想的相关特性。 其表达式为

xn ＋１ ＝
２xn　　　 xn ＜０．５

２（１ －xn）　xn≥０．５
（３）

Ｔｅｎｔ映射迭代序列中存在小周期，如 ４ 周期（０．２，０．４，
０．６，０．８）；还存在不稳周期点，如 ０．２５，０．５，０．７５ 都将迭代到
不动点 ０。 为了不趋向不动点，文献［９］采用引入随机方程的
方法改进 Ｔｅｎｔ映射：如果 xn ＝０，０．２５，０．５，０．７５ 或 xn ＝xn ＋m，
m ＝｛０，１，２，３，４｝，则引入式（４）加以改进，Ｔｅｎｔ 映射在扰动下
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重新进入混沌状态。

xn ＋１ ＝
２（xn ＋０．１ ×ｒａｎｄ（０，１））　　　 ０≤xn≤０．５

２（１ －（ xn ＋０．１ ×ｒａｎｄ（０，１）））　０．５ ＜xn≤１
（４）

1畅3　ICMIC 映射
Ｈｅ等人［１０］提出无限折叠迭代混沌映射（ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｃｈａｏｔｉｃ

ｍａｐ ｗｉｔｈ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｃｏｌｌａｐｓｅｓ，ＩＣＭＩＣ） 形式，并从数学角度严格讨
论了它的混沌特性，该混沌映射形式有较大的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，
对迭代的初始值有更强的敏感性。 函数如式（５）所示。

xn ＋１ ＝ｓｉｎ a
xn

　a∈（０，∞） （５）

1畅4　Bernouilli s hift映射
Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射的数学表达式为

xn ＋１ ＝

xn

１ －λ
　　　　０ ＜xn≤１ －λ

xn －（１ －λ）
λ

　１ －λ＜xn ＜１
（６）

特殊形式［１１］为
xn ＋１ ＝２xn ｍｏｄ １ （７）

式（７）与 Ｔｅｎｔ 映射有些类似，所以 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ 映射迭
代序列中也存在小周期，如 ４周期（０．２，０．４，０．６，０．８）；还存在
不稳周期点，如 ０．２５，０．５，０．７５ 都将迭代到不动点 ０。 所以把
文献［９］中的方法引入到 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ 映射中，形成改进的
Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射：如果 xn ＝０，０．２５，０．５，０．７５ 或 xn ＝xn ＋m，
m ＝｛０，１，２，３，４｝，则引入式（８）加以改进，Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ 映射
在扰动下重新进入混沌状态。

xn ＋１ ＝２（ xn ＋０．１ ×ｒａｎｄ（０，１）） ｍｏｄ １ （８）

1畅5　Chebys hev映射
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ混沌序列［１２］是一种一维混沌映射，其迭代方程

简单、易于实现。 k阶 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ映射表达式为
xn ＋１ ＝ｃｏｓ （ k ｃｏｓ －１ xn）　k ＝４　xn∈［ －１，１］ （９）

这是一个把区间［ －１，１］映射到区间［ －１，１］的满映射。

1畅6　S ine 映射
ｉｎｅ映射的表达式为

xn ＋１ ＝ a
４
ｓｉｎ （πxn）　０ ＜a≤４ （１０）

正弦函数由于其特殊的值域区间，xn ＋１∈［ －１，１］，可将自
变量和值域均控制在区间［ －１，１］，对某些特殊领域非常有意
义［１３］ 。

2　常用测试函数及评价方法
为了测试上述六种混沌映射的全局寻优能力、收敛速度和

解的精度，使用下面四种具有多峰值、非连续、很难极小化等特
点的二维函数进行测试。

2畅1　常用测试函数
１）函数 １———Ｂｒａｎｉｎ函数

f１ （x１ ，x２ ） ＝（ x２ －５．１
４π２ x

２
１ ＋５

π
x１ －６）２ ＋１０（１ －１

８π
） ×ｃｏｓ （ x１ ） ＋１０

（ －５≤xi≤１５）

函数最优值约等于 ０．３９７ ９。 最优状态为 （ －３．１４２，
１２．２７５）和（３．１４２，２．２７５）两处。一个与全局最优值很接近的
局部极小值点为（９．４２５，２．４２５），局部极小值为 ０．４００ ４。 其图
形如图 ２（ａ）所示。

２）函数 ２———Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ Ｐｒｉｃｅ函数

f２ （ x１ ，x２ ） ＝［１ ＋（ x１ ＋x２ ＋１） ２ · （１９ －１４x１ ＋３x２１ －１４x２ ＋６x１ x２ ＋３x２２ ）］ ×

［３０ ＋（２x１ －３x２ ） ２ （１８ －３２x１ ＋１２x２１ ＋４８x２ －３６x１ x２ ＋２７x２２ ）］
（ ｜xi ｜≤２）

函数最优值等于 ３。 最优状态为（０， －１），附近有四个极
小值点。 其图形如图 ２（ｂ）所示。

３）函数 ３———Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数
f３ （x１ ，x２ ） ＝x２１ ＋x２２ －ｃｏｓ １８x１ －ｃｏｓ １８x２　｜xi ｜≤１

函数最优值等于－２。 最优状态为（０，０），大约有 ５０ 个极
小值点，呈格子状。 其图形如图 ２（ｃ）所示。

４）函数 ４———Ｓｃｈａｆｆｅｒ’ｓ Ｆ６ ｆｕｎｃｔｉｏｎ函数
f４ （ x１ ，x２ ） ＝０．５ ＋

ｓｉｎ２ x２１ ＋x２２ －０．５
［１ ＋０．００１（ x２１ ＋x２２ ）］ ２　｜xi ｜≤１０

函数最优值等于 ０。 最优状态为（０，０）。 该函数在最优值
附近大约 ３．１４范围内存在无数多个局部极小值将其包围。 在
算法寻优搜索过程中，很容易停滞在这些局部极小值点，陷入
未成熟收敛。 其图形如图 ２（ｄ）所示。

2畅2　评价方法
评价一个算法性能的好坏，不仅要看它最终能否找到全局

最优解，而且要看它找到全局最优解所用计算时间。 也就是
说，既要考察其优化精度，也要考察其搜索速度［１４］ 。

１）总迭代次数／运算时间　通常用迭代次数或计算机运算
时间来表示算法的搜素速度。 因为研究者使用的计算机机型、
计算机语言、编程技巧以及计算机所处的进程都不尽相同，即使
是相同的算法其运算时间也会有较大差异，所以下面采用程序
寻优的时间对算法的搜索速度作横向比较，作为判断不同混沌
映射搜索速度的依据（但是没有与其他文献中的结果相比）。

２）误差　本次测试没有采用偏差这一指标，而是直接把
不同算法的全局最优值和理论最优值的差的绝对值作为误差

来评价算法的精度，这样会更加直观地看出算法搜索的最优值
与目标函数理论最优值的接近程度。

3　混沌优化算法
为了测试六种混沌映射的性能，测试采用最基本的混沌优

化算法。 其流程如图 ３所示。

4　优化性能比较
为比较各种混沌映射的性能，采用上述混沌优化算法的计

算步骤，分别对上述四种测试函数进行寻优测试，对每种混沌
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映射进行 ５０次计算，然后取平均值，寻优结果如表 １ ～４所示。
对于函数 １ ～４，寻优精度分别设为 １０ －３、１０ －２、１０ －２和 １０ －３。

表 １　六种映射对函数 １ 的寻优性能

混沌映射
平均计算
时间／ｓ

平均迭代
次数

最长迭代
次数

平均寻优
误差

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ３ v．３１８ ７７ I．１６ ４４４ ?４ 8．８ ×１０ －４

Ｔｅｎｔ １ v．６１７ ３５ I．１６ １２０ ?４ 8．６ ×１０ －４

ＩＣＭＩＣ １０ 噰．９８９ ２５２ Z．７８ １１８４ Q４ 8．０ ×１０ －４

Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ２ v．９０９ ６２ I．０６ １９５ ?４ 8．５ ×１０ －４

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ １１ 噰．１６７ ２４２ Z．３０ ９７４ ?４ 8．２ ×１０ －４

Ｓｉｎｅ ３ v．３８３ ７５ I．８２ ３１７ ?５ 8．２ ×１０ －４

　　从表 １ 的计算结果来看，对于函数 １，Ｔｅｎｔ 映射的寻优时
间最短，而 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ映射的寻优时间最长；而从平均寻优精
度来看，ＩＣＭＩＣ映射精度最高，Ｓｉｎｅ映射精度最低。

表 ２　六种映射对函数 ２ 的寻优性能

混沌映射
平均计算
时间／ｓ

平均迭代
次数

最长迭代
次数

平均寻优
误差

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ８ v．２５０ １９４ Z．２２ ６０３ ?５ '．２８ ×１０ －３

Ｔｅｎｔ ０ v．７４８ １６ I．３８ ６６ .３ '．５２ ×１０ －３

ＩＣＭＩＣ ２６ 噰．８３３ ６１２ Z．８４ ２２８６ Q４ '．５４ ×１０ －３

Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ０ v．６４３ １３ I．９２ ７０ .２ '．８９ ×１０ －３

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ３３ 噰．２７４ ７２４ Z．７２ ２８４４ Q４ '．３４ ×１０ －３

Ｓｉｎｅ ７ v．５６０ １７４ Z．２２ ８４５ ?４ '．８４ ×１０ －３

　　从表 ２的计算结果来看，对于函数 ２，Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射的
寻优时间最短，而 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ映射的寻优时间最长，而且两者相
差的时间有很大差别。 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射平均只要 ０．６４３ ｓ，平
均迭代 １３．９２ 次就能找到最优点，而 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 映射平均要
３３．２７４ ｓ，平均迭代 ７２４．７２次才能找到最优点。 从表中可看出，
对于函数 ２，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ和 ＩＣＭＩＣ映射的计算时间都很长，说明
这两种映射不适合对函数 ２进行寻优计算。 从平均寻优精度来
看，Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射精度最高，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射精度最低。

表 ３　六种映射对函数 ３ 的寻优性能

混沌映射
平均计算
时间／ｓ

平均迭代
次数

最长迭代
次数

平均寻优
误差

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ０ v．９１０ ２１ I．４８ ８５ .５ '．０１ ×１０ －３

Ｔｅｎｔ ０ v．６４９ １４ I．４４ ６０ .５ '．６０ ×１０ －３

ＩＣＭＩＣ ２ v．８４９ ６６ I．３６ ２６１ ?４ '．４９ ×１０ －３

Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ０ v．５３５ １１ I．３８ ３２ .４ '．８９ ×１０ －３

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ３ v．６２６ ７８ I．４０ ５５７ ?３ '．９５ ×１０ －３

Ｓｉｎｅ １ v．１２５ ２５ I．７８ １４９ ?４ '．５４ ×１０ －３

　　从表 ３ 的计算结果来看，对于函数 ３，Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ 映射
的寻优时间最短，而 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 映射的寻优时间最长；从平均
寻优精度来看，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ映射精度最高，Ｔｅｎｔ映射精度最低。

从表 ４的计算结果来看，对于函数 ４，Ｔｅｎｔ 映射的寻优时
间最短，而 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ映射的寻优时间最长；从平均寻优精度
来看，Ｔｅｎｔ映射精度最高，Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射精度最低。

对表 １ ～４ 综合分析来看，如果单纯追求高的计算速度，

Ｔｅｎｔ和 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ 映射是在这六种映射中计算时间最短
的，这与 Ｔｅｎｔ和 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射混沌序列的均匀分布性质
有关，这两种映射的均匀分布性质有效提高了搜索效率。 如果
要追求高的寻优精度，没有特别明显突出的映射，比如对于函
数 ４，Ｔｅｎｔ映射精度最高，而对于函数 ３，Ｔｅｎｔ 映射精度最低。
从表 ２中还可以看出，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ和 ＩＣＭＩＣ 映射不适合对函数
２进行寻优计算，其寻优时间和迭代次数与计算最快的 Ｂｅｒ唱
ｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ和 Ｔｅｎｔ映射比较，相差均大于 ３０倍。

表 ４　六种映射对函数 ４ 的寻优性能

混沌映射
平均计算
时间／ｓ

平均迭代
次数

最长迭代
次数

平均寻优
误差

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ６ 舷．３０７ １４６ 吵．１０ ６７２ 槝４ �．７５ ×１０ －４

Ｔｅｎｔ ３ 舷．７９７ ８１ ⅱ．３８ ３２９ 槝４ �．５８ ×１０ －４

ＩＣＭＩＣ １４ 噜．９８９ ３３９ 吵．３８ １７７０ *５ �．２７ ×１０ －４

Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ４ 舷．５０４ ９５ ⅱ．１２ ４７５ 槝５ �．７８ ×１０ －４

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ １８ 噜．４０９ ３９３ 吵．６４ １１６２ *５ �．５２ ×１０ －４

Ｓｉｎｅ ６ 舷．４００ １４３ 吵．５８ ６９１ 槝４ �．９６ ×１０ －４

5　结束语
通过分析，可以得出如下结论：Ｔｅｎｔ和 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射

是这六种映射中计算时间最短的，如果要追求高的寻优精度，
没有特别明显突出的映射。 这说明，没有一种映射能够超越其
他映射对所有问题和所有评价标准都适用。 所以，在以后选择
混沌映射时，还要针对不同问题和不同评价标准选择具体问题
所适合的混沌映射。 但因为 Ｔｅｎｔ和 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射混沌序
列的均匀分布性质，有效提高了搜索效率。 所以，如果单纯追
求高的搜索效率，可以先选择 Ｔｅｎｔ和 Ｂｅｒｎｏｕｉｌｌｉ ｓｈｉｆｔ映射。
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