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基于改进的超混沌系统修正射影同步算法研究
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摘　要： 研究超混沌修正射影同步算法问题。 由于修正射影同步不可预测的伸缩矩阵因子能够有效地提高保
密通信的安全性，所以它在保密通信中有着非常诱人的应用前景，但是传统的同步射影算法由于较高的计算复
杂度，难以得到广泛应用。 针对上述问题，提出了一种新的基于超混沌系统修正射影同步算法。 该方法首先给
出了一个比已知的射影同步更一般形式的新同步，之后采用激活控制方法使两个一致的超混沌系统整体同步。
最后算法在基于软件 Ｍａｐｌｅ和稳定性理论基础上，通过数值仿真同步的结果表明，提出的算法能够自主选择调
节缩放矩阵中的比例因子，可以较好地满足状态控制器设计的射影同步，降低了算法的复杂性。
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0　引言
混沌同步指对于从不同初始条件出发的两个混沌系统，随

着时间的推移，它们的轨线逐渐一致。 Ｆｕｊｉｓａｋａ 和 Ｙａｍａｄａ 对
混沌同步进行了理论研究［１］ 。 Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ对混沌同步进
行了实验研究［２，３］ 。 之后，混沌同步吸引了更多不同科学领域
研究者的广泛重视。 如今混沌同步已经被推广为很多类型，陆
续出现了多种同步法［４ ～６］ ，包括完全同步、广义同步、相同步、
射影同步、全局指数同步等。 由于混沌对初始条件的强烈敏感
性，基于混沌同步，混沌在保密通信中起着非常重要的作
用［７］ 。 一般地， 混沌可这样来描述［８］ ：它是从有序中产生的无
序运动状态，无序来自有序，无序中蕴涵着有序，有序和无序是
对立统一的，高一层次上是有序的，而低一层次上是无序的。
作为数学概念不能停留在直观的描述上。

早期射影同步的比例因子与初始条件有关，以至于射影同
步不具有预测性。 随后，人们用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ修正的方法预测了该
比例因子，但它们都要求同步的两个系统必须对某些变量具有
线性，且驱动系统与响应系统结构相同。 后来，射影同步被进一

步推广到非部分线性的相同结构的两个系统，并把这种射影同
步称为广义射影同步［９，１０］ 。 由于广义射影同步在安全通信等方
面有很大的应用，因此国内许多学者也作了很多这样的研究。

1　混沌控制系统同步原理
1畅1　射影同步的提出

自 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌ对混沌同步进行开创性工作以来，相继
提出了许多混沌同步的方法。 混沌的同步已成为非线性科学
的重要内容，对混沌同步的研究从相同结构系统发展到不同结
构的混沌系统。
射影同步由 Ｍａｉｎｉｅｒｉ 和 Ｒｅｈａｃｅｋ提出，他们把一个驱动系

统分成两部分：
痹u ＝M（ z）· u
痹z ＝f（ z，u）

其中：第一个方程式是关于 z 的线性方程，第二个是关于 z、u
的非线性方程。
响应系统 痹us ＝M（ z）· us，当 ｌｉｍt→∞ ｜αu －us ｜＝０ 时，则称

驱动响应系统达到了射影同步。 在这里要求驱动系统关于部

第 ２９ 卷第 ３ 期
２０１２ 年 ３ 月　

计 算 机 应 用 研 究Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ
Ｖｏｌ．２９ Ｎｏ．３Ｍａｒ．２０１２



分变量线性，最终的主从系统状态的相位锁定且各对应状态的
振幅趋于某一比例因子。

1畅2　修正射影同步
在广义射影同步的基础上，后人提出了修正射影同步：依

靠伸缩矩阵使两个相同的系统达到同步。 考虑混沌系统：
痹x ＝f（ x，t）←驱动系统
痹y ＝g（x，y，t）←响应系统

其中：x ＝（x１ ，x２ ，⋯，xn），y ＝（y１ ，y２ ，⋯，yn）。 如果存在一个常
数矩阵α＝ｄｉａｇ（α１，α２，⋯，αn），使ｌｉｍt→∞

｜x －αy｜＝０，就称上面的

两个混沌系统达到了修正射影同步，并且称为伸缩矩阵。 很明
显可以看到，完全同步和广义射影同步是修正射影同步的特殊
情况，即分别当α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯ ＝αn ＝１，α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯ ＝
αn 时。

2　超混沌系统的修正射影同步算法研究
在掌握相关修正射影同步知识的基础上，利用激活控制方

法实现了初值不同的两个一致超混沌系统的修正射影同步，借
助于伸缩矩阵，通过调节控制子，给出了同步后的数值模拟图
和误差图。 所要做的主要工作是：基于 Ｍａｐｌｅ 符号计算系统，
将两个新的超混沌系统通过一个伸缩修正矩阵达到同步，最终
用数值模拟证明了结论的合理性。

2畅1　修正射影同步设计
与先前的射影同步比较，修正投影同步的特征是一个伸缩

矩阵，两个系统同步比例。 修正射影同步如下引出，考虑下面
的超混沌系统：

痹x ＝f（ x，t） （１）
痹y ＝g（x，y，t） （２）

其中： 痹x＝（x１ ，x２，⋯，xn），痹y＝（y１ ，y２，⋯，yn），如果这里存在一个
固定的矩阵α＝ｄｉａｇ（α１，α２，⋯，αn），ｌｉｍt→∞‖x －αy‖ ＝０，这时
称两个系统直接实现了修正射影同步，并且称α为伸缩矩阵。
显然，完全同步和广义射影同步是修正射影同步的特殊情况，分
别是当α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯ ＝αn ＝１ 和α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯ ＝αn 的特

殊情况。 下面给出实现修正射影同步的充分性条件。 考虑这种
形式的驱动系统：

痹x ＝f（x，t） ＝Ax ＋［ f（ x，t） －Ax］ ＝Ax ＋h（ x，t）

当 x∈Rn，A是 n×n矩阵， f：Rn→Rn 是非线性函数。
假设响应系统外加系统式（２）如下：

痹y ＝f（y，t） ＋u ＝Ay ＋h（y，t） ＋u

其中：y∈Rn，u是一个控制子命题。 对于一个可逆的对角矩阵
α，修正射影同步在式（１）和（２）间发生，如果满足下面的条
件：

u ＝α－１h（x，t） ＋（α－１A α－A）y ＋α－１BK（ x －αy） －h（y，t）

其中：B∈Rn ×m，K∈Rm ×n。
可控制矩阵［B，AB，⋯，An －１B］是满秩，（A －BK）的特征

值的实部分是负的。
选择合适的控制变量 K使得矩阵（A －BK）的特征值，都

具有负的实部。 如果可控制矩阵［B，AB，⋯，An －１ B］是满秩
的，那么系统在原点是稳定的，这就意味着式（１）与（２）之间实
现了修正射影同步伸缩α对（A－BK）的特征值没影响。

当α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯＝αn ＝１和α１ ＝α２ ＝α３ ＝⋯ ＝αn 完全

同步及广义射影同步分别成立；在一般的射影同步中，所有动
力的状态是同步经过放大或者缩小的，然而修正投影同步使得

能够独立地弯曲不同状态的尺度，因为在系数矩阵α中有许多
比例换算系数。

2畅2　一致性超混沌系统的修正射影同步理论
本文提出了一种新的超混沌系统，四维的非线性动力

系统：
痹x ＝a（ y －x）

痹y ＝（ c －a） x －xz ＋cy
痹z ＝－bz ＋xy －yz ＋xz －w

痹w ＝－dw ＋yz －xz （３）

一般的一个常规的混沌系统具有一个正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指
数。 超混沌系统有多于一个正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数。 换句话说，超

混沌系统更加复杂，并且在非线性科学中发挥了重要作用。 当

a ＝３７，b ＝３，c ＝２６，d ＝３８，计算结果表明，式（３）具有以下

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数：λ１ ＝１．３１９，λ２ ＝０．１４６，λ３ ＝－２０．１４８，λ４ ＝

５６．３３７。 这两个正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数表明式（３）是超混沌的。 图 １

中显示超混沌系统式（３）在 xyz、 xyw、xzw和 yzw的映射。

本文使用激活控制方法使两个一致的超混沌系统整体同

步。 驱动和响应系统描述如下：
痹x１ ＝a（y１ －x１ ）

痹y１ ＝（ c －a）x１ －x１ z１ ＋cy１
痹z１ ＝－bz１ ＋x１ y１ －y１ z１ ＋x１ z１ －w１

痹w１ ＝－dw１ ＋y１ z１ －x１ z１ （４）

和 痹x２ ＝a（y２ －x２ ） ＋u１ （ t）
痹y２ ＝（ c －a） x２ －x２ z２ ＋cy２ ＋u２ （ t）

痹z２ ＝－bz２ ＋x２ y２ －y２ z２ ＋x２ z２ －w２ ＋u３ （ t）
痹w２ ＝－dw２ ＋y２ z２ －x２ z２ ＋u４ （ t） （５）

在这里写成 痹x＝Ax ＋h（x，t）的形式，其中：

A ＝

－a a ０ ０

c －a c ０ ０

０ ０ b －１

０ ０ ０ －d

且 h（x，t） ＝（０，－x１ z１ ，x１y１ －y１ z１ ＋x１ z１ ，y１ z１ －x１ z１ ） Ｔ。

根据激活控制的原始方法，选择α＝ｄｉａｇ（１，２，３，１），即
e１ ＝x１ －x２
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e２ ＝y１ －２y２
e３ ＝z１ －３z２
e４ ＝w１ －w２

通过反馈方法，选择：

B ＝

－a ＋k１ a ０ ０

c －a c ＋k２ ０ ０

０ ０ b ＋k３ －１

０ ０ ０ －d ＋k４ ０

（６）

易得

A －B ＝

－k１ ０ ０ ０

０ －k２ ０ ０

０ ０ －k３ ０

０ ０ ０ －k４

其中：k１ 、k２ 、k３ 、k４ 都是正实数或实部为正的复数，本文选择
k１ ＝１，k２ ＝２，k３ ＝３，k４ ＝１，并且相应的四个控制修正 ui（ i ＝１，
２，３，４）求得

U＝

u１（t）

u２（t）

u３（t）

u４（t）

＝

ay１（t） －ax１（t） －ay２（t） ＋ax２（ t） ＋x１（t） －x２（ t）

１
２ x１（ t）c－ １

２ ax１（t） － １
２ x１（t）z１（ t） ＋ １

２ cy２（t） －cx２（t） ＋ax２（t） ＋x２（t）z２（t） －cy２（t） ＋y１（ t） －２y２（t）

１
３ bz１（ t） ＋ １

３ x１（t）y１（t） － １
３ y１（ t）z１（t） ＋ １

３ x１（ t）z１（t） － １
３ w１（ t） ＋bz２（t） －x２（ t）y２（ t） ＋

y２（ t）z２（t） －x２（t）z２（ t） ＋w２（t） ＋z１（t） －３z２（t） －

dw１（t）c＋y１（t）z１（t） －x１（ t）z１（t） ＋dw２（t） －y２（ t）z２（t） ＋x２（t）z２（t） ＋w１（t） －w２（t）

3　数值模拟与分析
本文基于符号计算软件 Ｍａｐｌｅ 和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，

为了验证本文算法的有效性以及一定的实际应用价值，笔者给
出了同步结果的数值模拟。

图 ２显示误差 e 的轨迹，图 ３ 显示初始值分别为（０．２，
０．３，０．５，０．１）和（ －１０，１２，１０，５）时的整体同步。

从图 ３中可以看出，对驱动与响应系统和它的伸缩矩阵再

一次地进行稳固，这种控制方法能够自主选择调节缩放矩阵中

的比例因子，并且可以看到用状态控制器设计的射影同步能较

好地满足要求。

4　结束语
鉴于射影同步在保密通信中的重要作用，本文主要结合计

算机符号和数值计算软件 Ｍａｐｌｅ，在学习诸多研究修正射影同
步的专家和学者成果的基础上，探索和研究了一个新的超混沌
的修正射影同步。 在两个一致的超混沌系统中，尝试构建一个
给定的缩放矩阵，利用严格控制理论，得到了修正射影同步的
充分条件。 最后，基于数学软件 Ｍａｐｌｅ 和稳定性理论，通过数
值模拟同步的结果，对驱动与响应系统和它的伸缩矩阵再一次
进行稳固，这种控制方法能够自主选择调节缩放矩阵中的比例
因子，并且可以看到，用状态控制器设计的射影同步能较好地
满足要求。
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