
　　收稿日期： ２０１１唱０７唱０６； 修回日期： ２０１１唱０８唱１２　　基金项目： 河南省重点科技攻关计划资助项目（０８２１０２２１００９６）；河南省高校青年骨干教

师计划资助项目（２００９ＧＧＪＳ唱０５６）；郑州市科技局科技攻关计划资助项目（２０１０ＧＹＸＭ３６４）
作者简介： 杨志晓（１９７４唱），男，河南郑州人，副教授，博士，主要研究方向为人机交互、智能计算技术及应用（ ｙｚｘｂｏｘ＠ｈａｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）；范艳峰

（１９７３唱），女，河南郑州人，副教授，博士，主要研究方向为不确定性人工智能．

云映射和映射隶属云 倡

杨志晓， 范艳峰
（河南工业大学 信息科学与工程学院， 郑州 ４５０００１）

摘　要： 为描述事物间关系的不确定性及其变化情况，提出云映射概念。 对定义域的每个元素，通过随机变量将
其非确定地变换到可能的取值空间，各随机变量的分布特征在定义域上构成特征函数，能够反映非确定变换随自
变量的变化情况；提出了映射的隶属云概念，云映射在定义域全体元素的隶属云片构成映射的隶属云；采用映射的
期望（即精确函数）、熵函数和超熵函数描述定性概念在整个自变量取值空间的变化情况，给出了正向映射云和逆
向映射云算法。 以人类记忆的遗忘过程为例，说明了云映射和映射隶属云的有效性及其应用前景。
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0　引言
自然界和人类社会各种现象存在大量不确定性，包括模糊

性、随机性、不稳定性、不完全性、不一致性等。 其中模糊性和随
机性是最重要的两种不确定性，且常常连在一起难以区分［１］ 。

精确数学是对各种不确定现象在期望状态下的抽象。 它
能够刻画事物在给定条件下的精确解，但不能描述广泛存在的
不确定现象。 概率和统计理论以事件发生的概率、样本期望、
方差等指标描述事件发生的随机特征，能够处理各种随机现
象。 但无法描述定性概念的模糊性。 Ｚａｄｅｈ 提出的模糊集理
论采用［０， １］区间的连续逻辑值，相对经典的二值逻辑，能够
描述各种模糊现象，但是其隶属函数是确定性函数，对给定变
量值，模糊变量的隶属度唯一确定，不能够刻画随机现象，且隶
属函数的确定依赖经验。

为统一刻画定性概念的模糊性和随机性，李德毅等人［２］

提出了隶属云理论，采用隶属云描述定量论域内随机实现的云
滴可代表定性概念的确定程度。 与模糊集理论不同，论域内给
定取值的云滴可代表定性概念的确定度不是一个唯一确定值，
而是具有稳定倾向的随机数。 因此，云模型能够将模糊性和随

机性这两种最重要的不确定性统一量化描述。 且由于云模型
的数字特征值来源于样本估计，能够克服模糊性、随机性量化
过程的主观性。 由于云模型能够统一刻画定性概念量化过程
的模糊性和随机性，因此一经提出便迅速在不确定性数据挖
掘［３６］ 、控制等领域得到了广泛的应用。

不过，隶属云模型面向单个定性概念。 而在工程技术、自
然科学和社会科学等领域，经常需要刻画事物（y）随某个（些）
因素（x）变化的规律性 f： x→y。 如仪器仪表输出的线性度，网
络流量随时间的变化关系，网络热点事件的关注度变化情况，
交通流量，产品销量与广告投入的关系，等等。 这些规律性具
有不确定性。 表现在：ａ）因变量 y在给定自变量 x取值下不是
确定值；ｂ）在不同自变量取值下，因变量的不确定性规律可能
存在不同；ｃ）在不同自变量 x取值下，y 所代表的概念性质可
能发生了改变。 且对 y的部分测度空间，由于危险性、成本巨
大、不可实施等原因，难以获取用于逆向生成隶属云的足够样
本。 因此，针对单个定性概念的云模型不能描述事物及其关系
在整个测度空间的不确定性规律。
针对上述问题，本文提出云映射及其隶属云的概念，利用

随机变量簇将自变量取值空间的元素变换到各自可能的取值
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空间，根据各随机变量的分布特征所构成的熵函数和超熵函
数，表示不确定性在整个测度空间的变化规律。

1　云映射和映射隶属云

1畅1　云映射
定义 １　云映射。 设 A和 B是两个非空集合，若按照某种

对应关系 F，橙x∈A， 愁随机变量 Yx，在集合 B上取得值域 Ux

彻B，称 F为 A到 B的一个云映射，记为 F： x
Yx

Ux， 或 Yx ＝
F（x）。

与精确数学中的映射关系不同，定义 １ 中每一个确定值
x∈A都对应一个随机变量 Yx。 Yx 的每一次取值在实现前都不

是确定的，其可能取值的范围即值域是集合 B 的一部分。 对
集合 A中的全体元素，F 定义了一个随机变量簇 Y ＝｛Yx ｜x∈
A）。 各个随机变量的分布可能相同，也可能不同。 随机变量
簇中各随机变量在不同次实现中具有不确定性，它们各自的多
次实现聚集如同云团。 F通过随机变量簇 Y中相应的随机变
量将确定值 x∈A非精确地变换到可能的取值空间，F的特征
通过全体随机变量簇 Y来体现，因此称 F为云映射。

隶属云模型针对单个定性概念，采用期望 Ex 表示定量论
域内最能够代表定性概念的点，采用熵 En刻画定性概念的模
糊性和随机性，采用超熵 He刻画云滴可代表定性概念的确定
程度的随机性［２，７］ 。 借鉴其思想，将单个定性概念的隶属云模
型拓展至定义 １云映射 F的整个自变量空间 A，有下述定义。

定义 ２　映射隶属云、隶属云片和云滴。 设 Yx ＝F（x）为
非空定量值集合 A到 B的一个云映射，则橙x∈A，随机变量 Yx

在集合 B上取得定量值域 Ux彻B。 Cx 是定量论域 Ux 上的定

性概念，橙y∈Ux 是定性概念 Cx 在 Ux 上的一次随机实现。 y
对 Cx 的确定度μ（y）∈［０，１］是有稳定倾向的随机数，μ： Ux→
［０，１］，橙y∈Ux， y→μ（y），则 y在论域 Ux 上的分布称为 F在
x处的一个隶属云片，记为 C（Yx）。 每一个 y 称为一个云滴，
全体云片组成 F的隶属云簇，称为云映射 F的隶属云，简称映
射云，记为 C（F（x））。

定义 ２中，每一个确定值 x∈A都对应一个定性概念 Cx，集
合 A中的全体元素定义了一个定性概念簇 CA ＝｛Cx ｜x∈A｝，它
们既可能是具有实际意义易于理解的概念，也可能是没有现实
意义的抽象概念。 对任何一个概念 Cx，定量论域 Ux彻B内最能
代表它的点是随机变量 Yx 的期望值的点，记为 f（x）。 Cx 在每

次实现前都是不确定的，其每个实现称为云滴。 Cx 在定量论域

Ux彻B内的模糊性和随机性用熵度量，记为 e（x）。 云滴 y能够
代表定性概念 Cx 的确定度μ（y）是一个具有稳定倾向的随机
数，其随机性用超熵度量，记为 h（x）。 定性概念 Cx 的特征通过

在 x处的大量云滴构成的隶属云片的整体来体现，全体隶属云
片能够反映概念簇 CA 随集合 A中元素的变化情况。

在整个自变量取值空间 A，f（x）、e（x）和 h（x）是与 x有关
的函数，分别称为云映射 F的期望函数、映射隶属云 C（F（x））
的熵函数和超熵函数，则橙x∈A， C（x）的云数字特征为 C（ f
（x）、e（x）、h（x））。 f（x）、e（x）和 h（x）分别表示了云映射 F的
期望（即精确映射 f）、熵和超熵在自变量域的变化情况，因此，
F的隶属云也可称为精确函数 y ＝f（x）的云。 它在本质上反映

了以函数 y ＝f（x）为期望的不确定性映射关系在值域空间和
确定度空间的分布。
从前文定义和分析可以看出，与文献［２］的云模型相比，

定义 ２的映射隶属云模型给出了定性概念在整个自变量取值
空间的变化情况。 文献［２］的云模型即为定义 ２ 的一个隶属
云片。 文献［８］论述了正态云的普适性，本文沿用正态分布描
述随机性，即橙x∈X， y ～N（ f（x）， En′２）， En′～N（ e（x）， h
（x）２）。 y的确定度为

μ＝e －（y －f（x））２
２En′２ （１）

1畅2　几种特殊云映射
定义 ３　同质云和同质云映射。 橙x∈A， 若 e（x）和 h（x）

在整个自变量空间 A 分别取得固定值，称云 C（F（ x））同质。

F： x
Yx

Ux 为 A到 B的一个同质云映射。
定义 ４　异质云和异质云映射。 愁x１ ∈A， 愁x２ ∈A， 且

x１≠x２，若 e（x１ ）≠e（x２）和 h（x１ ）≠h（x２）至少有一个成立，则称

云 C（F（x））异质。 F： x
Yx

Ux 为 A到 B的一个异质云映射。
根据上述定义，有：
定理 １　若 C（F（x））在 A上同质，愁x０∈A，定性概念 Cx０

的云模型数字特征为 C（ f（x０ ）， En０ ， He０ ），则橙x∈A， 概念 Cx

的云模型数字特征为 C（ f（x）， En０ ， He０ ）。
证明　橙x∈A， 由定义 ３知 e（x） ＝e（x０ ） ＝En０ ， h（x） ＝h

（x０） ＝He０ ，则定性概念 Cx 的云数字特征为 C（ f（ x）， En０ ，
He０）。 得证。
定理 １的意义在于，对同质云映射 F，若某个定性概念的

云片数字特征已知，则可将其应用于全体概念簇 CA 中的任意

云片。
定义 ５　线性云和线性云映射。 对云映射 F，橙x∈A，若 e

（x）和 h（x）分别与 f（x）呈线性关系，即满足
e（x） ＝af（ x） ＋b （２）

h（x） ＝cf（ x） ＋d （３）

式中：a、b、c、d为常数。 则称 C（F（x））为线性云，F 为线性云
映射。
定理 ２　若 F为线性云映射，愁x０∈A，定性概念 Cx０的云

模型数字特征为 C（ f（x０ ）， En０ ， He０ ），则橙x∈A， 概念 Cx 的

云模型数字特征为 C（ f（ x）， En０ ＋a（ f（x） －f（ x０ ））， He０ ＋
c（ f（x） －f（x０ ）））。
证明　由定义 ５知

e（x０ ） ＝af（ x０ ） ＋b ＝En０ （４）

h（x０ ） ＝cf（ x０ ） ＋d ＝He０ （５）

橙x∈A， 有
e（x） ＝af（ x） ＋b （６）

h（x） ＝cf（ x） ＋d （７）

式（６）减式（４）可得
e（ x） －e（ x０ ） ＝af（ x） ＋b －af（ x０ ） －b ＝a（ f（ x） －f（x０ ）） （８）

则有 e（x） ＝e （ x０ ） ＋a （ f （ x） －f （ x０ ）） ＝En０ ＋a（ f （ x） －
f（x０））。
同理，式（８）减式（５）可得 h（x） ＝He０ ＋c（ f（x） －f（x０ ））。

得证。
定理 ２的意义在于对线性云映射 F，若 x０ 处的云数字特

征熵和超熵已知，则可将测度较难获得的定性概念的不确定性
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问题转换为测度较易获得的定性概念的不确定性问题。

2　初等函数的隶属云
在第 １章中，若云映射 F 的期望 y ＝f（x）为基本初等函

数，则很容易获得基本初等函数的云。 图 １给出了若干基本初
等函数的云，其中（ａ） ～（ｈ）为同质云映射，它们的云数字特征
同为橙x∈A， e（x） ＝h（x） ＝０．１。 可以看出，在各个基本初等
函数的云中，对任意的确定值 x，函数值 f（x）不是一个确定值，
而是一个服从正态分布的随机变量。

图 ２分别给出了两个基本初等函数（y ＝x 和 y ＝ｓｉｎ（x））
的线性云。 熵函数都取为 e（ x） ＝０畅１f（ x）， 超熵函数都取为
h（x） ＝０畅１e（x） ＝０畅０１f（x）。可以看出，随着绝对函数值｜y｜的
增加，y的不确定性加剧。

用垂直 x轴的平面截取映射云，即得到在该处的云片。 图
３给出了截取的某个云片。 横轴为 y ＝F（x），表示云映射 F
（x）在该处的取值；纵轴为确定度μ，表示云滴可代表定性概念
C（x）的程度。 可以看出，云片即为文献［２］的隶属云。 因此，
采用图 １或图 ２与图 ３的组合形式，可以表示映射云在整个定
义域上的形态。

与单个定性概念的隶属云片相比，映射云多了一个自变量
维，因此其云具有三维立体形态。 直线 y ＝x 和抛物线 y ＝x２

映射云的三维效果如图 ４所示。 图中不仅给出了云映射 F（x）
在自变量各取值下的取值分布，还给出了云滴可代表定性概念
Cx 的程度μ。 图中的两个映射云在三维空间呈立体形态，具有
自然界中云的真正效果。

对云映射 F（x），若熵函数和超熵函数在整个自变量取值
空间都同为 ０，即橙x∈A， e（x） ＝h（x） ＝０，则 F（x）蜕变为精
确映射，即其期望函数 y ＝f（x）。

通过上述分析可以看出，云映射和映射的隶属云具有三个
重要功能：ａ）它可以将模糊现象和随机现象统一刻画描述；ｂ）
映射云不仅能够刻画单个定性概念的模糊性与随机性，而且能

够表示这种不确定性在自变量取值空间的变化情况，从而描述
定性概念的动态变化情况；ｃ）云映射将精确数学与不确定现
象统一起来，既能将精确值非精确地变换到不确定空间，又能
从不确定性的期望抽象出精确映射。

3　云映射算法
3畅1　逆向映射云生成算法

对云映射 Yx ＝F（ x），选取定义域的关键点，分别获得 F
（x）的多次实现，从中估计出在各关键点 F（x）的期望、熵和超
熵，分别对它们在各个关键点的取值进行拟合，估计出期望函
数 f（x）、熵函数 e（x）和超熵函数 h（x）的过程，称为逆向生成
映射云。 算法描述如下：

ａ）确定定义域 A；
ｂ）在区间［ｍｉｎ｛A｝， ｍａｘ｛A｝］上随机产生 M个均匀分布

的值 X＝｛xi ｜i ＝１，２，⋯，M｝；
ｃ）橙xi∈X， 测量 F（xi）的 N个实现 Yi ＝｛yij ｜j ＝１，２，⋯，

N｝；
ｄ）按照式（９）估计 F（x）在 xi 处的期望：

Exi ＝
１
N ∑

N

j ＝１
yij （９）

按照式（１０）估计 F（x）在 xi 处的熵：

Eni ＝
π
２

１
N ∑

N

j ＝１
yij －Exi （１０）

按照式（１１）估计 F（x）在 xi 处的超熵：

Hei ＝ Si
２ －Eni

２ （１１）

其中：Si
２ 为样本方差，即

Si
２ ＝ １

N －１
∑
N

j＝１
（ yij －Exi） ２ （１２）

ｅ）分别对 M对｛（xi， Exi）｜i ＝１，２，⋯，M｝， ｛（xi， Eni）｜i ＝
１，２，⋯，M｝， ｛（xi， Hei）｜i ＝１，２，⋯，M｝数据进行拟合，获得期
望函数 f（x）、熵函数 e（x）和超熵函数 h（x）的估计。

3畅2　正向映射云生成算法
已知云映射 Yx ＝F（x）及其云特征函数 C（ f（x）， e（x）， h

（x）），产生 F（x）在定义域某取值下的一个实现的过程，称为
正向生成映射云。 算法描述如下：

ａ）输入 x０∈A，分别根据 f（x）、e（x）、h（x）计算 F（x０ ）的期
望 f（x０ ），熵 En０ ＝e（x０ ）， 超熵 He０ ＝h（x０ ）；

ｂ）根据 En０′～N（e（x０）， h（x０ ）２ ）产生 En０′；

ｃ）根据 y～N（ f（x０ ）， En０′
２）产生 y；

ｄ）根据式（１３）计算确定度。

μ＝e －
（y －f（x０））２

２En０′２ （１３）

4　云映射应用例
云映射及其算法具有第 １章中所描述的三个重要功能，可
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以广泛应用于刻画定性概念的不确定性及其动态变化。 本文
以人类记忆的遗忘过程为例，说明云映射描述定性概念不确定
性变化的有效性。

德国心理学家 Ｅｂｂｉｎｇｈａｕｓ研究发现，人类记忆的遗忘过程
大致符合指数规律。 记忆保持量 r（无单位量纲，１表示没有遗
忘，０表示完全遗忘）与时间 t（单位：ｈ）的经验公式为

r ＝ a
（ ｌｏｇt） b ＋a

（１４）

其中：a和 b为常数，经验值分别为 a＝１畅８４， b ＝１畅２５。
人的记忆能力存在个体差异，即使同一个人在不同时期、

对不同事物的记忆能力也不相同。 式（１４）是从时域到记忆保
留量的一个精确变换，是对人类遗忘过程的抽象，其精确特征
不能描述个体记忆能力和被记忆事物的差异性，因此可以采用
云映射来刻画遗忘过程。

图５分别给出了特征函数为 C（r（ t）， e（ t） ＝０畅０２， h（ t） ＝
０畅０２）和 C（r（ t）， e（ t） ＝０畅１r（ t）， h（ t） ＝０畅１r（ t））的映射云。

在图 ５的两个遗忘映射云指导下，图 ６所示的原始人脸在
人的记忆中的遗忘过程分别如图 ７ 和 ８ 所示。 两组图分别给
出了经过 ２ ｈ、５ ｈ、２０ ｈ、１０ ｄ后对原始人脸保留的记忆。 其中
每行图的左 １为该时刻对原始人脸保留记忆的期望，其他三个
为在映射云指导下实现的三个保留记忆。 可以看出，期望保留
记忆相对清晰，而实现的保留记忆较为模糊，且同一时刻各实
现的保留记忆存在差异。 因此遗忘映射云能够描述遗忘过程
的不确定性。

表 １给出了 ５ ｈ后两个遗忘映射云各自实现的一个记忆
保留量云滴。 可以看出，对于同质遗忘映射云 C（ r（ t）， ０畅０２，
０畅０２），实现的一个记忆保留量为 ０畅４９３ ４，且其确定度为
０畅９７１ ０。 线性遗忘映射云 C（r（ t）， ０畅１５r（ t）， ０畅１５r（t））此时

的熵和超熵为 ０畅０７５ ６，实现的一个记忆保留量为 ０畅５０８ ７，且
其确定度为 ０畅８９１ ６。 因此，遗忘映射云不仅能够描述遗忘过
程的不确定性，且能够回答在任意时刻实现的记忆保留量的确
定程度。 改变熵函数和超熵函数，还能够设计不同的符合需要
的遗忘过程。

表 １　５ ｈ 后遗忘映射云实现的记忆保留量云滴
遗忘映射云 r（５）期望 e（５） h（５） 实现的 r（５） 实现的μ

C（r（t）， ０ n．０２， ０．０２） ０ Ё．５０３７ ０ 鼢．０２００ ０ �．０２００ ０ N．４９３４ ０ 膊．９７１０

C（r（ t）， ０．１５r（ t）， ０．１５r（t）） ０ Ё．５０３７ ０ 鼢．０７５６ ０ �．０７５６ ０ N．５０８７ ０ 膊．８９１６

5　结束语
本文提出了云映射和映射的隶属云概念。 采用映射的期

望（即精确映射 y ＝f（x））、熵函数和超熵函数构造映射隶属
云，刻画定性概念的模糊性和随机性在自变量取值空间的变化
情况，给出了映射云的逆向生成算法和正向生成算法。 应用实
例说明了映射隶属云的有效性。
云映射和映射云概念为不确定现象的动态变化提供研究

工具。 未来的研究包括复合型云映射、云映射性质及其应用的
进一步发掘等。
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