
　　收稿日期： ２０１１唱０７唱１０； 修回日期： ２０１１唱０８唱１５　　

作者简介： 孙琦（１９８０唱），女，黑龙江肇东人，博士研究生，主要研究方向为语音信号处理及谱估计（ ｓｑ２２７＠１２６．ｃｏｍ）；赵晓晖（１９５７唱），男，教

授，博导，博士，主要研究方向为自适应信号处理理论及在通信中的应用；张芝贤（１９５９唱），男，教授，硕士，主要研究方向为通信与电子系统．

基于压缩技术的子空间迭代法及在谱估计中的应用

孙　琦１，２ ， 赵晓晖２ ， 张芝贤１

（１．沈阳航空航天大学 电子信息工程学院， 沈阳 １１０１３６； ２．吉林大学 通信工程学院， 长春 １３００１２）

摘　要： 提出了一种基于压缩技术和子空间迭代的特征向量迭代估计算法，由于该算法采用迭代形式，同目前
的特征向量求解方法相比（如奇异值分解法），该算法计算量小、复杂度低、算法收敛速度快、易于实时实现，可对
由信号构成的自相关矩阵的特征向量作出准确的估计。 通过仿真实验可见该算法具有很高的估计精度。 将该
算法应用到 ＭＵＳＩＣ（ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｉｇｎａｌ ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）谱估计中，通过计算机进行仿真对比可以看到，利用提出的算法
进行谱估计精度要高于标准的 ＭＵＳＩＣ谱估计精度，且计算量大大减小，由此验证了算法的有效性和优越性。
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0　引言
在许多工程实际问题、现代信号处理与通信理论中，许多

理论问题的求解都需要得到由信号构成的自相关矩阵的特征

向量。 利用特征向量进行信号的分析和处理在现代信号处理
中发挥着重要的作用。 在通信、阵列信号处理、系统辩识、现代
谱估计等各个方面它都得到了广泛的应用。 如何快速准确地
计算特征向量在工程实际问题的解决中有着重要的意义。 目
前求解特征向量的方法有多种，最常用的是奇异值分解法，但
这些方法普遍存在的问题是计算量很大，较难用于实时信号处
理中。 近年来人们提出了一些基于子空间跟踪的自适应算
法［１８］ 。 例如，基于新的信息准则的 ＮＩＣ唱ＮＮＬ唱ＰＣＡ信号子空间
跟踪算法，用神经网络的方法来计算特征向量，还有 ＥＳＰＲＩＴ
（ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｓｉｇｎａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖｉａ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ ｔｅｃｈ唱
ｎｉｑｕｅｓ）［１］方法等，其中尤以 Ｙａｎｇ 提出的 ＰＡＳＴ（ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｐ唱
ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｓｕｂｓｐａｃｅ ｔｒａｃｋｉｎｇ）算法和 ＰＡＳＴｄ（ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉ唱
ｍａｔｉｏｎ ｓｕｂｓｐａｃｅ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｄｅｆｌａｔｉｏｎ） ［２８］算法因其收敛速度快及误

差性能好而应用十分广泛。 通过对上述各种方法的分析和研

究可以发现，对特征向量的估计大多还是从子空间估计入手，
而对特征向量进行直接估计的研究工作不多。 子空间估计存
在以下问题：ａ）基于奇异值分解的估计方法比其他算法具有
更好的性能，这是因为它能提高信噪比，而信噪比是影响谱估
计性能的一个重要因素，但这些方法不能在短时间内得到准
确解，运算量很大；ｂ）ＰＡＳＴ算法和 ＰＡＳＴｄ算法虽然具有较快
的收敛速度及良好的误差性能，但由于它是基于投影近似的
方法对子空间进行跟踪，估计的准确性一般；ｃ）算法存在稳
健性问题，信噪比低时空间估计的精度下降；ｄ）能否得到正
交性较强的子空间估计。 由于子空间是由特征向量张成的，
所以上述问题同样存在于对特征向量的估计。 对特征向量
作出直接的、无须进行特征提取的迭代估计在现代信号处理
中是很重要的。
针对以上问题，本文提出一种基于压缩技术和子空间迭代

的特征向量迭代估计算法。 由于 ＭＵＳＩＣ谱估计是通过求解相
关阵的特征向量完成信号的频率估计及功率谱估计［９］ ，在雷
达、声纳、通信和地震信号处理等领域都有十分广泛的应用前
景，所以本文将该算法应用到这类谱估计中。
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1　基于压缩技术的子空间迭代法
设具有零均值的广义平稳随机过程输入向量 a（n） ＝

a（n），a（n －１），⋯，a（n －N ＋１） Ｔ，其自相关矩阵定义为
R ＝E［a（n）aＨ（n）］ ＝

r（０） r（１） ⋯ r（N －１）

r（ －１） r（０） ⋯ r（N －２）

… … …

r（ －N ＋１） r（ －N ＋２） ⋯ r（０）

（１）

其中：r（k），k ＝０，１，⋯，N －１是随机过程 a（n）的自相关函数。
并有 r（ －k） ＝r倡（k）或 RＨ ＝R，即 R 是埃尔米特矩阵。 由 λ
的 N阶多项式｜λI －R｜＝０ 可求矩阵 R的特征值 λi，i ＝０，１，
⋯，N －１。 设 xi 为非零向量，满足条件 Rxi ＝λixi 的向量 xi 称

为关于λi 的特征向量。
子空间迭代法是求解自相关矩阵特征向量问题的有效方法

之一。 它是通过一组初始向量，利用迭代方法快速求出信号（或
噪声）子空间的一组标准正交基，而无须对自相关矩阵作特征分
解。 首先引出子空间迭代法，然后将数据压缩技术应用到子空
间迭代法中，得到一种新的特征向量直接迭代求解的方法。

设 R是输入数据向量 a（n） ＝［a（n），a（n －１），⋯，a（n －
N ＋１）］Ｔ 的N阶自相关矩阵，其特征值为λ１，λ２，⋯，λN，且λ１≥
λ２≥⋯≥λp≥λp ＋１≥⋯≥λN。 相应的标准特征向量为 x１，x２，
⋯，xN。 设 p和 r是正整数，且 r ＜p ＜N，X（０）是 N ×p 列正交规
范初始矩阵，即X（０）是满足性质X（０） ＴX（０） ＝Ip 的矩阵，Ip 是 p ×p
的单位矩阵，则计算 R的 r个最大特征值及相应的特征向量的
子空间迭代法如下：

ａ）初始化，取 N ×p列正交规范初始矩阵 X（０） ；

ｂ）对于 n ＝１，２，⋯

（ａ）X（n） ＝RX（n －１） ，X（n） ＝［X（n）
１ ，X（n）

n ，⋯，X（n）
p ］；

（ｂ）对 X（n）进行 QR分解，X（n） ＝Q（n） A（n） ，其中 Q（n）是 N ×p 列正
交规范矩阵，A（n）是 p阶上三角矩阵；

（ｃ）形成矩阵 B（n） ＝Q（n）ＴRQ（n） ；

（ｄ）计算 B（n）的特征值μi
（n）及相应的标准正交特征向量 yi

（n） （ i ＝
１，２，⋯，p），令 D（n） ＝ｄｉａｇ（μ１

（n） ，μ２
（n） ，⋯，μp

（n） ），Y（n） ＝［y１ （n） ，y２ （n） ，
⋯，yp

（n） ］；

（ ｅ）计算向量矩阵 S（n） ＝Q（n）Y（n） ＝［ s１ （n） ，s２ （n） ，⋯，sp （n） ］；
（ ｆ）判断收敛性，如果‖R ［ s１ （n） ，⋯， sr （n） ］ －［ s１ （n） ，⋯， sr （n） ］

D１
（n）‖F ＜ε，则结束；否则 X（n －１） ＝S（n） 。

其中：D１
（n） ＝ｄｉａｇ（μ１

（n） ，μ２
（n） ，⋯，μr

（n） ），μ１
（n） ，μ２

（n） ，⋯，μr
（n） ，

s１ （n） ，s２ （n） ，⋯，sr （n）分别是对 r个最大特征值及其所对应的特
征向量的估计。 当输入 a（n）为复数据时，子空间迭代法同样
适用。 ‖· ‖F 表示矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，X（０）通常是随机选

取 p个向量，然后用改进 Ｇｒａｍ唱Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化方法得到 N ×p
列正交规范初始矩阵。

子空间迭代法无须对自相关矩阵作特征分解，得到的是信
号子空间的一组标准正交基，没有对特征向量作出直接的估
计；对于初始矩阵 X（０）需要用正交化的方法得到；而且当算法
在执行步骤（ｄ）时，还要计算 p阶矩阵 B（n）的特征值及相应的

标准正交特征向量，算法运算量较大。
基于上述的问题，考虑将压缩技术应用到子空间迭代法

中［２８，１０］ 。 对于简单的1向量（p ＝１）的情形，子空间迭代法的迭
代结果是由 R的最大标准特征值和其所对应的标准特征向量
给定，压缩技术的主要思想是主要分量的序惯估计。 首先，用

p＝１的子空间迭代法更新最大的特征向量，然后从数据向量
a（n）中去掉在该数据向量上的投影，因为现在第二个特征向量
成为更新了的数据向量中最大的特征向量，可以用子空间迭代
法继续进行提取。 重复进行该过程，可以顺序迭代地估计所有
所需的特征成分。 具体算法如下：给定输入数据向量 a（n） ＝
a（n），a（n －１），⋯，a（n－N＋１） Ｔ，初始化 bi（０）和 Ri（０）

　　ｆｏｒ　n ＝１，２，⋯　　　　　　　

a１ （n） ＝a（n） （２）

　　ｆｏｒ　i ＝１，２，⋯，p，⋯，N　　　　　　　　　　　

R i（n） ＝γR i（n －１） ＋（１ －γ）a i（n）a i
Ｈ（n） （３）

b i（n） ＝R i（n）b i（n －１） （４）

xi（n） ＝
b i（n）

‖b i（n）‖
（５）

λi（n） ＝xi
Ｈ（n）R i（n）xi（n） （６）

ei（n） ＝R i（n） xi（n） －xi（n）λi（n） （７）

bi（n） ＝xi（n） （８）

a i ＋１（n） ＝a i（n） －xi（n） xi
Ｈ （n）a i（n） （９）

　　　　ｅｎｄ
　　　　ｅｎｄ

同子空间迭代法一样，本算法对输入 a（n）为复数据时也
是同样适用的。 实际上，第二个 ｆｏｒ 循环的主体对应于单个向
量（p ＝１）情形时的子空间迭代法，算法的最后等式描述了压
缩步骤：从 ai（n）中减去其沿第 i 个特征方向的分量。 初始化
时 Ri（０）置为 N ×N的零矩阵，bi（０）可置为 N ×１维的单位向
量，省去了子空间迭代法初始化时的正交化步骤。 其中 Ri（n）
为向量序列 ai（n）的自相关矩阵的估计，xi（n），i ＝１，⋯，N为
输入向量序列 a（n）的自相关矩阵 R 的第 i 个特征向量的估
计，λi（n），i ＝１，⋯，N为输入向量序列 a（n）的自相关矩阵 R
的第 i个特征值的估计。 使用遗忘因子γ（０ ＜γ＜１）是为了当
系统操作于非稳定环境时能够提供跟踪能力。 将本算法与子
空间迭代法进行比较可以看出，由于在本算法中采用 N ×１ 维
的向量进行迭代，使原方法中的求解 X（n）转换为新方法中的求

解 bi（n），省去了步骤（ｂ）的 QR分解；使原方法中的求解 B（n）

转换为新方法中的求解λi（n），省去了步骤（ｄ）的特征值分解，
并直接得到了自相关矩阵 R的特征值估计；将原方法中的判
断收敛性转换为新算法中的求解误差 ei（n），省去了步骤（ ｆ）
的矩阵 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数的计算，大大减少了运算量。 通过计算
可知，本算法的复杂度是 O（N２ ），而通过相关矩阵特征分解求
特征向量的算法复杂度为 O（N３ ），因而本文提出的算法的计
算复杂度降低了许多，从而提高了算法的实时性。 由于它是一
种迭代算法，更利于其硬件实现，当阶数 N 较大时，本文的优
越性将愈加明显。

2　算法的仿真及在谱估计中的应用
下面分三个部分对本文提出的基于压缩技术和子空间迭

代的特征向量迭代估计算法进行仿真和性能分析。
１）输入数据向量 a（n）采用双正弦序列加白噪声序列的

形式，即
a（n） ＝ｓｉｎ（ω０n） ＋ｓｉｎ（ω１ n） ＋v（n） （１０）

其中：ω０ ＝０畅３π，ω１ ＝０畅３５π，v（n）为零均值白噪声，方差（噪声
功率）ρw ＝０畅０１，N＝２为输入数据向量 a（n）的维数。 取 １ ０００

点输入数据，直接计算其自相关矩阵 R ＝
１．００８１ ０．５２２３
０．５２２３ ０．９９８０

，
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对其进行特征值分解，得特征向量分别为 珔x１ ＝［ －０．７１０５，
－０．７０３７］ Ｔ 和珔x２ ＝ ０．７０３７， －０．７１０５ Ｔ。 用本文提出的算法
式（２）（９），得特征向量分别为 x１ ＝ －０．７０７６， －０．７０６６ Ｔ 和

x２ ＝ ０．７０６６， －０．７０７６ Ｔ。 可见用本文算法得到的特征向量
的估计值与用特征值分解法得到的特征向量非常接近。 如果
输入数据点数增加时两种方法得到的结果更加接近。 设 x１
（n） ＝［x１１ （n），x１２ （n）］，x２ （n） ＝［x２１ （n），x２２ （n）］，图 １ 和 ２
给出 x１ （n）和 x２ （n）的收敛过程。

２）输入向量 a（n）同上，N ＝４，取 １ ０００ 点输入数据，由式
（２）（９）得到估计误差 t（n） ＝e１ （n） ＝R１ （n）x１ （n） －λ１ （n）x１
（n）的曲线如图 ３所示。 由图 ３ 可以看出，在 ２００ 点时估计误
差已经基本收敛为零。

３）通过计算机仿真将基于压缩技术的子空间迭代法应用
到 ＭＵＳＩＣ谱估计中，与标准 ＭＵＳＩＣ谱估计进行对比分析来验
证本文提出的方法可以精确地实现迭代形式下的 ＭＵＳＩＣ谱估
计。 取标准 ＭＵＳＩＣ 谱估计的自相关函数矩阵阶数为 ８ 阶，通
过改变本文提出算法的阶数（即为输入数据向量自相关矩阵
的阶数）来验证该算法在谱估计中的有效性、精确性和优越
性。 输入数据向量 a（n）采用双复正弦加白噪声的形式，即

a（n） ＝ｅｘｐ（ jω０n） ＋ｅｘｐ（ jω１ n） ＋v（n） （１１）

其中：ω０ ＝０．３π，ω１ ＝０．３５π，v（n）为零均值白噪声，方差（噪声
功率）为 ρw，N为输入数据向量 a（n）的维数。 取 １ ０００ 点输入
数据，运用本文算法（式（２）（９））分别对 ρw 以及N的不同取值
进行了谱估计性能的对比分析。 当分别取 ρw ＝０畅０１，ρw ＝０畅２，
N ＝８和 N ＝２０ 进行仿真计算，其结果分别如图 ４７ 所示。 图 ４
和 ５表明，当噪声较小时，通过增大本文提出算法的阶数，所得
到的估计性能要明显优于标准的 ＭＵＳＩＣ谱估计。 图 ６ 和 ７ 表
明，当噪声较大时，通过增大本文算法的阶数，仍能准确地区分
出两个正弦信号，得到的谱估计效果要好于标准的 ＭＵＳＩＣ 谱
估计。 随着阶数的增加，算法运算量虽有一定增加，但由于本
方法是一种迭代方法，所以其计算量和复杂度要比 ＭＵＳＩＣ 谱

估计小得多。 这就验证了本文的特征向量迭代估计算法的有
效性和优越性，也验证了将该特征向量迭代估计算法应用到谱
估计中的实际效果。

3　结束语
本文提出一种基于压缩技术的子空间迭代法。 该算法通

过改进子空间迭代法，并将压缩技术应用到子空间迭代法中，
迭代求解特征向量。 由于该算法采用迭代形式，同传统的特征
向量计算方法相比，该算法可有效地减少运算量和计算复杂
度，容易实时实现，且具有很高的估计精度。 当把该算法应用
到谱估计中，通过计算机仿真实验可知，它优于传统的 ＭＵＳＩＣ
谱估计方法。 该算法对于现代信号处理中的特征向量分析和
有关利用特征向量进行信号处理的各种应用都具有应用价值

和实用意义。
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以广泛应用于刻画定性概念的不确定性及其动态变化。 本文
以人类记忆的遗忘过程为例，说明云映射描述定性概念不确定
性变化的有效性。

德国心理学家 Ｅｂｂｉｎｇｈａｕｓ研究发现，人类记忆的遗忘过程
大致符合指数规律。 记忆保持量 r（无单位量纲，１表示没有遗
忘，０表示完全遗忘）与时间 t（单位：ｈ）的经验公式为

r ＝ a
（ ｌｏｇt） b ＋a

（１４）

其中：a和 b为常数，经验值分别为 a＝１畅８４， b ＝１畅２５。
人的记忆能力存在个体差异，即使同一个人在不同时期、

对不同事物的记忆能力也不相同。 式（１４）是从时域到记忆保
留量的一个精确变换，是对人类遗忘过程的抽象，其精确特征
不能描述个体记忆能力和被记忆事物的差异性，因此可以采用
云映射来刻画遗忘过程。

图５分别给出了特征函数为 C（r（ t）， e（ t） ＝０畅０２， h（ t） ＝
０畅０２）和 C（r（ t）， e（ t） ＝０畅１r（ t）， h（ t） ＝０畅１r（ t））的映射云。

在图 ５的两个遗忘映射云指导下，图 ６所示的原始人脸在
人的记忆中的遗忘过程分别如图 ７ 和 ８ 所示。 两组图分别给
出了经过 ２ ｈ、５ ｈ、２０ ｈ、１０ ｄ后对原始人脸保留的记忆。 其中
每行图的左 １为该时刻对原始人脸保留记忆的期望，其他三个
为在映射云指导下实现的三个保留记忆。 可以看出，期望保留
记忆相对清晰，而实现的保留记忆较为模糊，且同一时刻各实
现的保留记忆存在差异。 因此遗忘映射云能够描述遗忘过程
的不确定性。

表 １给出了 ５ ｈ后两个遗忘映射云各自实现的一个记忆
保留量云滴。 可以看出，对于同质遗忘映射云 C（ r（ t）， ０畅０２，
０畅０２），实现的一个记忆保留量为 ０畅４９３ ４，且其确定度为
０畅９７１ ０。 线性遗忘映射云 C（r（ t）， ０畅１５r（ t）， ０畅１５r（t））此时

的熵和超熵为 ０畅０７５ ６，实现的一个记忆保留量为 ０畅５０８ ７，且
其确定度为 ０畅８９１ ６。 因此，遗忘映射云不仅能够描述遗忘过
程的不确定性，且能够回答在任意时刻实现的记忆保留量的确
定程度。 改变熵函数和超熵函数，还能够设计不同的符合需要
的遗忘过程。

表 １　５ ｈ 后遗忘映射云实现的记忆保留量云滴
遗忘映射云 r（５）期望 e（５） h（５） 实现的 r（５） 实现的μ

C（r（t）， ０ n．０２， ０．０２） ０ Ё．５０３７ ０ 鼢．０２００ ０ �．０２００ ０ N．４９３４ ０ 膊．９７１０

C（r（ t）， ０．１５r（ t）， ０．１５r（t）） ０ Ё．５０３７ ０ 鼢．０７５６ ０ �．０７５６ ０ N．５０８７ ０ 膊．８９１６

5　结束语
本文提出了云映射和映射的隶属云概念。 采用映射的期

望（即精确映射 y ＝f（x））、熵函数和超熵函数构造映射隶属
云，刻画定性概念的模糊性和随机性在自变量取值空间的变化
情况，给出了映射云的逆向生成算法和正向生成算法。 应用实
例说明了映射隶属云的有效性。
云映射和映射云概念为不确定现象的动态变化提供研究

工具。 未来的研究包括复合型云映射、云映射性质及其应用的
进一步发掘等。
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