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摘　要： 综述了关于分数阶微积分理论在数字图像底层处理中的应用研究，具体包括：分数阶微积分和分数阶
偏微分方程的基本理论及分数阶傅里叶变换的基本性质；分数阶微分滤波器的构造及在图像增强中的应用研
究；分数阶积分滤波器的构造及在图像去噪中的应用研究；分数阶偏微分方程在图像去噪中的应用研究。 最后，
总结了分数阶微积分理论在图像处理中已取得的研究成果，并结合已有的基于分数阶微积分理论的图像底层处
理模型，展望了分数阶微积分理论在图像处理中的应用前景。
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0　引言
分数阶微积分理论与整数阶微积分理论几乎同时诞生，

该理论最早出现在 Ｌ’Ｈ蹦ｐｉｔａｌ写给 Ｌｅｉｂｎｉｚ的信件中［１］ 。 近三
百年来，分数阶微积分仅仅是数学家们的纯数学理论分析和
推导。 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ等著名数学家一直致力于完善和发展分数阶
微积分的理论研究，从而构建了分数阶微积分理论的基本系
统架构。 直到 １９世纪后期，分数阶微积分理论才开始逐渐在
实际工程领域中得到初步应用。 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ［２，３］发现了分形
学，他指出自然界和很多技术科学中存在大量分数维事实，
发现在整体与部分之间存在自相似现象，并尝试将 Ｒｉｅｍａｎｎ唱
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶微积分理论应用于描述和分析分形媒介中的
布朗运动，从此，工程技术人员开始关注分数阶微积分。 近
几十年以来，国内外许多学者研究发现分数阶微积分算子具
有记忆性和非局部性，非常适合用来描述现实世界中具有记
忆和遗传性质的材料，因此分数阶微积分理论在物理、化学、

生物、金融、流体等领域应用越来越广泛，实用价值也得以充
分的体现。 近几年以来，国内外许多学者研究发现，分数阶
微积分在信号分析与处理领域具有广泛的应用前景，比如在
信号的奇异性检测和提取方面具有特殊的作用［４１０］ 。 分数阶
微积分理论在图像底层处理中的应用是最近几年才引起学

者关注的，到目前为止，已经取得了初步研究成果，主要包括
图像增强、图像去噪、图像边缘提取、图像分割、图像奇异性
检测等。 图像处理中的整数阶微分算子包括梯度和 Ｌａｐｌａｃｅ
算子，以及墨西哥帽算子等很多经典的图像处理算子都可以
近似看做是 Ｒｏｄｉｅｃｋ［１１］提出的 ＤＯＧ 感受野模型在理论上的
仿真实现。 分数阶微分算子则可以认为是 ＤＯＧ感受野模型
的推广和延伸。 基于分数阶微分理论的感受野模型较整数
阶微积分理论更符合人类视觉特性。
分数阶微积分理论在图像处理领域的应用研究主要包括

以下方面：蒲亦非等人［１２２２］认为，选择适当阶次的分数阶微分
算子在增强图像过程中可以大幅提升边缘和纹理细节的同时，
非线性地保留了图像平滑区域的纹理信息；此外，杨柱中等
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人［２３２５］利用分数阶微分算子具有弱导数性质的特点，利用分数
阶梯度算子对含弱噪声的图像进行边缘检测，该方法能够有效
地解决整数阶梯度算子对噪声敏感的问题，因此可以避免噪声
的影响而准确地定位噪声图像的边缘；Ｍａｔｈｉｅｕ等人［２６］提出了

分数阶微分的边缘检测算子，即分数阶鲁棒轮廓（ ｃｏｎｔｏｕｒ ｒｏ唱
ｂｕｓｔｅ ｄ’ｏｒｄｒｅ ｎｏｎ ｅｎｔｉｅｒ， ＣＲＯＮＥ）边缘检测器，说明了该检测
器的分数阶微分阶次在 １ ＜v ＜２ 时，能够有选择地检测出边
缘，而在分数阶微分阶次在－１ ＜v ＜１ 时，该检测算子能够在
边缘提取的过程中克服噪声的影响；在此基础上，李远禄等
人［２７］提出了基于分数阶差分的滤波器并将其应用到边缘检

测，该模型将数据的平滑和差分有机结合，利用分数阶微积分
基本理论，设计了可以通过调节微分阶次的差分滤波器，该滤
波器可以解决传统算子边缘检测出现的边缘漂移问题，并且可
以抑制部分噪声；汪凯宇和刘红毅等人［２８，２９］利用分数阶微积

分具有的记忆特性，分别将分数阶样条小波应用到图像纹理的
奇异性检查和图像融合中，较整数阶微积分取得了更好的仿真
效果；Ｌｉｕ等人［３０］提出了分数阶奇异值分解的人脸识别方法，
该方法可以有效缓解面部的变化，并且在脸部出现剧烈变化
时，比传统的分类方法提高其分类的性能，为高层图像处理打
下坚实基础；左凯等人［３１］将卡尔曼滤波和分数阶微积分理论

相结合，提出了二维分数阶卡尔曼滤波器并成功应用到图像处
理；汪成亮等人［３２］通过研究分数阶微积分的基本定义和相应

的分数阶微分算子的实现方法，提出了将图像的梯度特征和人
类视觉特征等理论引入到已有的分数阶微分算子中，由此构建
了基于分数阶微分阶次自适应变化的图像增强模型；高朝邦等
人［３３］将四元数理论和分数阶微积分理论有机结合，提出了四
元数分数阶方向微分的概念，解释其物理意义和几何意义，并
根据分数阶微分的特殊性质将其应用到图像增强当中，可以得
到很好的效果；Ｂａｉ等人［３４］以 ＲＯＦ去噪模型为基础，将分数阶
微积分理论和偏微分方程相结合，提出了基于分数阶偏微分方
程的图像去噪模型，该方法可以解决传统低阶次整数阶偏微分
方程去噪模型容易产生阶梯效应，以及高阶次整数阶偏微分方
程去噪模型去噪效果不佳的缺点。 此后，张军等人［３５３９］将负指

数 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的多尺度图像建模与基于分数阶微积分的图像
建模有效结合，提出了统一的基于分数阶多尺度变分图像去噪
模型，并初步设计了该模型涉及参数的自适应选择方法。

1　相关理论及分析
1畅1　分数阶微积分的基本定义

从不同的应用角度去分析问题可以得到不同的分数阶微

积分定义，所以迄今为止，分数阶微积分仍然没有统一的时域
定义表达式。 在众多的定义表达中，主要有三种经典的分数阶
微积分定义，包括 Ｇｒüｍｗａｌｄ唱Ｌｅｔｎｉｋｏｖ、Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 和 Ｃａ唱
ｐｏｔｕ定义。

１）分数阶微积分的 Ｇｒüｍｗａｌｄ唱Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义
G
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２）分数阶微积分的 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义
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３）分数阶微积分的 Ｃａｐｕｔｏ定义
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针对三种经典分数阶微积分定义，国内外众多学者从不同
应用角度研究分析各种各样的实际问题，得到了不同形式的分
数阶微积分定义表达式。 分数阶微积分 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定
义和分数阶微积分 Ｃａｐｕｔｏ 定义都是对分数阶微积分
Ｇｒüｍｗａｌｄ唱Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义的改进。 分数阶微积分的 Ｇｒüｍｗａｌｄ唱
Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义在数值实现时可以转换为卷积运算形式，因此非
常适合在信号处理中的应用；分数阶微积分的 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉ唱
ｏｕｖｉｌｌｅ定义主要应用于计算一些较为简单函数的解析解；分数
阶微积分的 Ｃａｐｕｔｏ定义适用于分数阶微分方程初边值问题的
分析，因此非常适合在工程领域中应用。 三种关于分数阶微积
分定义之间存在着紧密的联系，在一定条件下可以相互转换。
例如，如果分数阶微积分阶次 v满足 n－１ ＜v＜n，当函数 f（x）
的 m ＋１ 阶导数连续并且满足 m ＝榾 n －１」，分数阶微积分
Ｇｒüｍｗａｌｄ唱Ｌｅｔｎｉｋｏｖ的定义与分数阶微积分 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ
的定义是完全等价的。 在满足相同条件下，分数阶微积分的
Ｃａｐｕｔｏ定义和分数阶微积分的 Ｇｒüｍｗａｌｄ唱Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定义等价。
当分数阶微积分阶次 v为正整数和负实数时，分数阶微积分的
Ｃａｐｕｔｏ定义和分数阶微积分的 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义满足以
下关系：

R
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a Dv
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1畅2　分数阶偏微分方程
分数阶偏微分方程是由传统整数阶偏微分方程拓展演化

而得到的，是将传统整数阶偏微分方程中对时间或者空间的偏
导数项用分数阶偏导数来替代而得到的［４０］ 。 分数阶偏微分方
程的基本形式为

抄αf（x，y，t）
抄αt

＝抄βf（ x，y）
抄βx

＋抄βf（ x，y）
抄βy

（５）

根据偏微分阶次α和β的不同将分数阶偏微分方程分为
三种基本形式［４０４３］ ：

ａ）时间分数阶偏微分方程（时间偏导数阶次α为非整数，
空间偏导数阶次β为整数）。 特别地，当０ ＜α＜１，β＝２ 时，将
热传导方程（扩散方程）推广为时间分数阶热传导方程（时间
分数阶扩散方程）；当 １ ＜α＜２，β＝２ 时，该方程可以认为是热
传导方程和波动方程的非线性插值。

ｂ）空间分数阶偏微分方程（空间偏导数阶次β为非整数，
时间偏导数阶次α为整数）。 特别地，当α＝１，１ ＜β＜２ 时，将
热传导方程（扩散方程）推广为空间分数阶热传导方程（空间
分数阶扩散方程）。

ｃ）空间—时间分数阶偏微分方程（时间偏导数阶次 α为
非整数，同时空间偏导数阶次 β为非整数）。 特别地，当 ０ ＜
α＜１，１ ＜β＜２时，将热传导方程（扩散方程）推广为时间—空
间分数阶热传导方程（时间—空间分数阶扩散方程）。

2　分数阶微分与图像增强
图像增强是数字图像处理的基本内容之一，以梯度算子和

Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子等为代表的整数阶微分方法在图像增强中的应
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用已经相当广泛。 近年来，很多学者将分数阶微分理论应用到
图像增强中并且取得了较好的效果。 分数阶微分可以在提高
信号高频成分的同时非线性地保留信号中的甚低频，因此将该
理论应用到图像增强中，可以使图像边缘更加突出，同时保留
了图像平滑区域的纹理信息。 分数阶微分理论应用到数字图
像中的关键是增加一个自由度，即阶次 v（０ ＜v＜１），通过适当
调节 v的大小可以构造相应的掩模算子，从而得到较好的图像
增强效果。

2畅1　分数阶微分对信号的作用
已知任意平方可积的能量信号 f（x）∈L２ （R），由信号处理

的基本理论可知其 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为f（ω）∧

＝∫R f（x）ｅ －iωxｄx。 假设
信号 f（x）的 n阶导数为 fn（x）（n∈Z ＋），根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性
质可以得到

Dn f（ x）骋
ＦＴ
（Df

∧
） n（ω） ＝（ iω） n f（ω）

　∧
＝dn（ω）

　∧
f（ω）
　∧

（６）

假设信号 f（x）的分数阶 v 阶导数为 fv（x）（v∈R ＋），同样
根据分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质可以得到

Dv f（ x）骋
ＦＴ
（Df

∧
） v（ω） ＝（ iω） v f（ω）

　∧
＝dv（ω）

　∧
f（ω）
　∧

（７）

其中：
dv（ω）

　∧
＝（ iω） v ＝αv（w

∧
） ｅ iθv（ω）

αv（w）
　∧

＝ ω v，θv（ω）
　∧

＝vπ
２
ｓｇｎ（ω） （８）

图 １为分数阶微分算子在阶次不同时的幅频特性。 从图 １
可以清楚地得出：ａ）分数阶微分算子对信号都有加强的作用，并
且加强的幅度随频率和微分阶次的增加而非线性地急剧增强；
ｂ）２阶次微分相比 １ 阶次微分对信号低频成分的提升较弱，但
是对信号高频成分的提升却更明显；ｃ）特别地，当微分阶次 v＝０
时，表示分数阶微分算子不对信号进行任何改变；ｄ）对于分数阶
微分阶次 ０ ＜v＜１时，在信号的低频部分（ω＜１），分数阶微分算
子对信号的幅值进行了一定的提升，并且提升的幅度稍大于 １
阶次和 ２阶次微分；在信号的高频部分（ω＞１），分数阶微分算
子对信号的幅值进行一定的提升，但是提升的幅度也明显小于
１阶次和 ２阶次微分。 上述性质表明，分数阶微分算子具有弱
导数性质，即分数阶微分算子在加强信号中高频成分的同时，对
信号的甚低频分量进行了非线性保留。 此外，从信号处理的角
度分析分数阶微积分算子的物理意义可知，分数阶微分算子可
以理解为广义的调幅调相，其振幅随频率呈分数阶幂指数变化，
相位是频率的广义 Ｈｉｌｂｅｒｔ变化。

2畅2　分数阶微分滤波器的构造
假设二维图像信号 I（x，y）对于 X和 Y轴方向的分数阶微

分在一定的条件下是可分离的，这样可以利用分数阶微分算子
分别对数字图像的八个方向进行滤波处理，然后将得到的中间
结果通过相关规则结合。 将图像信号 I（ x，y）的持续期［a，t］

按单位间隔 h＝１ 等分，即 n ＝ t－a
h ＝

h＝１
t－a 。 这样可以得

到 Ｇ唱Ｌ定义下的分数阶微分算子沿 X和 Y轴方向的数值计算

表达式，如式（９）和（１０）所示，其中 R表示分数阶微分数值计
算的余项，如式（１１）和（１２）所示。

G
a Dv

t I（ x，y） x扯I（ x，y） ＋（ －v） I（ x －１，y） ＋（ －v）（ －v ＋１）
２

I（x －２，y） ＋⋯

（ －v）（ －v＋１）（ －v＋２）
６

I（x －３，y） ＋Rv
x（ x，y） （９）

G
a Dv

t I（ x，y） y扯I（ x，y） ＋（ －v） I（ x，y －１） ＋（ －v）（ －v ＋１）
２

I（x，y －２） ＋⋯

（ －v）（ －v＋１）（ －v＋２）
６

I（x，y －３） ＋Rv
x（ x，y） （１０）

Rv
x（x） ＝（ －v）（ －v ＋１）（ －v ＋２）（ －v＋３）

２４
I（x －４，y） ＋⋯ ＋

Γ（m －v）
Γ（m ＋１）Γ（ －v） I（ x －m，y） （１１）

Rv
y（x） ＝（ －v）（ －v ＋１）（ －v ＋２）（ －v＋３）

２４
I（x，y －４） ＋⋯ ＋

Γ（m －v）
Γ（m ＋１）Γ（ －v） I（ x，y－m） （１２）

图 ２ 表示分数阶微分图像增强掩模算子 W，该算子将式
（９）和（１０）推广到图像的其余六个方向，从而得到一个基于八
个方向的图像增强掩模算子（图中表格空白部分用 ０ 填充）。
该增强算子具有各向旋转不变性，增强算子 W 中的滤波系数
如式（１３）所示。

WD０ ＝１

WD１ ＝－v

WD２ ＝－v（ －v ＋１）
２

WD３ ＝－v（ －v ＋１）（ －v ＋２）
６

…

WDm ＝－v（ －v ＋１）（ －v ＋２）⋯（ －v＋m －１）
m！

（１３）

3　分数阶积分与图像去噪
众所周知，分数阶微分和分数阶积分是互为逆运算，同

样图像增强和图像去噪也是相反的过程。 既然分数阶微分
理论在图像增强中取得了很好的效果，因此，本章尝试将分
数阶积分理论用到图像去噪，提出了基于分数阶积分的图像
去噪算法。 该方法打破了传统图像去噪算法基于整数积分
阶次的思想，通过设定一个较小的分数积分阶次来构建相应
的图像去噪掩模，并利用迭代的方法来控制图像去噪的效
果，从而在图像去噪的同时，尽量保留了图像的边缘和纹理
等细节信息。

3畅1　分数阶积分对信号的作用
对已知任意平方可积的能量信号 f（ t）∈L２ （R），由信号处

理的基本理论可知其 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换为f（ω）
　∧

＝∫R f（ t）ｅ －iωt ｄt。 假
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设信号 f（ t）的 n阶导数为 fn（ t）（n∈Z），根据 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性
质可以得到

Dnf（ t）骋
ＦＴ
（Df

∧
） n（ω） ＝（ iω） n f（ω）

　∧
＝dn（ ω

　∧
） f（ω）

　∧
（１４）

这样将信号 f（t）的分数阶 v导数为 fv（ t）（v∈R＋），同样根
据 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质可以得到

Dv f（ t）骋
ＦＴ
（Df

∧
） v（ω） ＝（ iω） v f（ω）

　∧
＝dv（ ω

　∧
） f（ω）

　∧
（１５）

其中：
dv（ ω

　∧
） ＝（ iω） v ＝αv（w

∧
） ｅiθv（ω）

αv（ w
　∧

） ＝ ω v，θv（ ω
　∧

） ＝vπ
２
ｓｇｎ（ω） （１６）

于是，当 v∈R－时，根据分数阶算子理论，即 D －１ ＝I，并且
v′＝－v，可以得到分数阶积分算子的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换形式为

Iv′f（ t）骋
ＦＴ
（ If
∧
） v′（ω） ＝（ iω） v′f（ω）

　∧
＝iv′（ω）

　∧
· f（ω）

　∧
（１７）

其中：
iv′（ω）

　∧
＝αv′（w）

　∧ ｅ iθv＇（ω）
αv′（w）

　　∧
＝ ω －v′，θv（ω）

　∧
＝－v′π

２
ｓｇｎ（ω） （１８）

根据式（１８）的描述，可以得出分数阶积分算子在阶次 v′
０，０．２，０．５，０畅８，１畅０，１畅５，２畅０时的幅频特性，如图 ３所示。

从图 ３可以清楚地得出：ａ）分数阶积分对信号都有衰减作
用，并且随着频率和积分次数的增加而非线性地急速衰减；ｂ）
２阶次积分相比 １阶次积分对信号低频成分的提升较大，同时
对信号的高频成分的削弱也明显；ｃ）特别地，当 v ＝０ 时，表示
分数阶积分算子不对信号进行任何改变；ｄ）对于积分次数 ０ ＜
v＜１时，在信号的频率 ω＜１ 的区域，分数阶积分算子对信号
的幅值进行了一定的提升，但是提升的幅度远小于 １次和 ２ 次
积分；在信号的频率ω＞１ 的区域，分数阶积分算子对信号的
幅值进行了一定的削弱，但是削弱的幅度也明显小于 １次和 ２
次积分。 上述性质表明，分数阶积分算子在削弱信号高频部分
的同时，对其中的最高频部分进行了非线性的保留；分数阶积
分算子在加强信号低频部分的同时，对其中的最低频部分也进
行了一定的保留。 这样，分数阶积分算子在去除噪声的同时，
一定程度上保留了图像的边缘和纹理等细节信息，从而使去噪
后的图像不会产生严重的模糊现象。

3畅2　分数阶积分滤波器的构造
仍然假设二维图像信号 I（x，y）对于 X轴和 Y轴方向的分

数阶积分在一定的条件下是可分离的，这样可以利用分数阶积
分算子分别对数字图像的八个方向进行滤波处理，然后将得到
的中间结果通过相关规则结合。 将图像信号 I（x，y）的持续期

［a，t］按单位间隔 h＝１等分，即 n＝ t－a
h ＝

h ＝１
t－a 。 这样可

以得到 Ｇ唱Ｌ定义下的分数阶积分算子沿 X轴和 Y轴方向的数
值计算表达式，如式（１９）和（２０）所示，其中 R′表示分数阶积分
数值计算的余项，如式（２１）和（２２）所示。

G
a Iv′t I（x，y） x扯I（x，y） ＋v′I（x －１，y） ＋v′（ v′＋１）

２
I（x －２，y） ＋⋯ ＋

v′（ v′＋１）（ v′＋２）
６

I（ x －３，y） ＋Rv
x（ x，y） （１９）

G
a Iv′t I（x，y） y扯I（ x，y） ＋v′I（ x，y －１） ＋v′（ v′＋１）

２
I（x，y －２） ＋⋯ ＋

v′（ v′＋１）（ v′＋２）
６

I（ x，y －３） ＋Rv
y（ x，y） （２０）

R′v′x （ x） ＝v′（ v′＋１）（ v′＋２）（ v′＋３）
２４

I（ x －４，y） ＋⋯ ＋

Γ（ v′＋m）
Γ（m ＋１）Γ（ v′） I（x －m，y） （２１）

R′v′y （ x） ＝v′（ v′＋１）（ v′＋２）（ v′＋３）２４ I（ x，y －４） ＋⋯ ＋

Γ（ v′＋m）
Γ（m ＋１）Γ（ v′） I（x，y －m） （２２）

图 ４表示分数阶积分去噪掩模算子 W，该算子将式（１９）
和（２０）推广到图像的其余六个方向，从而得到一个基于八个
方向的去噪掩模算子（图中表格空白部分用 ０ 填充）。 该去噪
算子具有各向旋转不变性，去噪算子 W 中的滤波系数如式
（２３）所示。

WI０ ＝１

WI１ ＝v

WI２ ＝v（ v ＋１）
２

WI３ ＝v（ v ＋１）（ v ＋２）６

…

WIm ＝v（ v ＋１）（ v ＋２）⋯（ v ＋m －１）
m！

（２３）

4　分数阶偏微分方程与图像去噪
基于偏微分方程（ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＰＤＥ）的图像

处理是一门崭新的交叉学科分支，融合了数学、物理学、电子信
息学和计算机科学与技术等多个领域的相关理论知识。 迄今
为止，国内外许多学者已经建立了大量经典的基于 ＰＤＥ 的图
像处理模型，并显示出了巨大的生命力［４４５０］ 。 基于整数阶 ＰＤＥ
的图像去噪模型具有强大的数学理论基础，因此该方法具有其
他去噪方法不具备的诸多优势，但是国内外许多学者在深入研
究的过程中仍然发现 ＰＤＥ 图像去噪模型存在很多不足之处。
比如 Ｐ唱Ｍ［５１］和 ＲＯＦ模型［５２，５３］虽然能够有效地去除平滑区域

的噪声，但是去噪后的图像会产生阶梯效应而出现分片光滑现
象；ＬＬＴ模型［５４］利用了高阶 ＰＤＥ 建模，虽然能够消除阶梯效
应，但是去噪后的图像视觉效果不好；ＭＣＭ去噪模型［５５５７］虽然

保护了图像的边缘信息，但是去噪后的图像会产生许多人为痕
迹。 为了解决各种整数阶 ＰＤＥ 图像去噪模型存在的问题，有
学者提出将分数阶微积分理论引入到 ＰＤＥ 图像去噪模型中，
构建基于分数阶 ＰＤＥ的图像去噪模型。 该模型将分数阶梯度
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算子替代整数阶梯度算子来构建去噪模型的能量泛函。

4畅1　基于分数阶 Fourier变换的图像去噪模型
因为分数阶有界变差空间 BVv （Ω）是传统的有界变差空

间 BV（Ω）的推广和延伸，BV（Ω）空间是建立在传统梯度模值
的基础上，相应地，BVv（Ω）空间就应该建立在分数阶梯度模值
基础上。 这样可以建立基于分数阶有界变差空间 BVv （Ω）的
能量泛函来描述噪声图像。

已知噪声图像 I（x，y），（x，y）∈Ω，将 ＲＯＦ 模型的正则项
梯度算子磹I用分数阶梯度算子磹v I 来替代，可以得到基于分
数阶偏微分方程去噪模型的能量泛函：

E（ I） ＝∫Ω Dv I ｄxｄy ＋λ
２

‖I０ －I‖２
L２

I∈BVv（Ω），（ x，y）∈Ω （２４）

其中： DvI ＝ Dv
xI ２ ＋ Dv

y I ２ 、Dv
xI 和 Dv

yI 分别表示图像 I
（x，y）关于 X和 Y轴的分数阶导数。

为了得到上述能量泛函的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，需要极小
化上述能量泛函，因此，利用变分法的性质构造相应能量泛函。

g（ε） ＝E（ I ＋εφ） ＝

∫Ω Dv（ I ＋εφ） ｄxｄy ＋λ
２

‖I０ －I－εφ‖２
L２ （２５）

其中：ε为任意实数，φ为任意函数。
利用泛函极值的基本性质，当φ∈C∞

０ Ω ，有 g′ε（０） ＝０，
可以得到相应的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ方程：

∫Ω
Dv
x I
Dv I

Dv
xφ＋

Dv
y I
Dv I

Dv
yφ ｄxｄy －λ∫Ω I０ －I φｄxｄy ＝０ （２６）

为了得到最终的去噪模型，需要消除任意函数 φ。 因此，

采用 Ｐａｒｓｅｖａｌ 恒等公式∫Ω f· gｄxｄy ＝１
２π∫Ω f

∧

g
∧
－

ｄω１ｄω２ 对式

（２６）进行处理，可得

１
２π

∫Ω D
∧
v
xφ

D
∧
v
x I
Dv I

＋D
∧
v
yφ

D
∧
v
y I
Dv I

ｄω１ｄω２ －

λ
２π∫Ω φ

∧
I０
∧

－I
∧ ｄω１ ｄω２ ＝０ （２７）

因为分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质有D∧ v
xφ＝ j２πω１

v φ
∧

，D
∧
v
yφ＝

j２πω２
v φ

∧

，并消除系数 １／（２π）可以得出

∫Ω j２πω１
v φ
∧ Dv

x I
Dv I

∧

＋ j２πω２
v φ
∧ D

∧
v
y I
Dv I

ｄω１ ｄω２ －

λ∫Ωφ
∧

I０
∧

－I
∧ ｄω１ ｄω２ ＝０ （２８）

又因为函数φ的任意性，利用变分法的基本引理可得出

j２πω１
v D

∧
v
x I
Dv I

＋ j２πω２
v D

∧
v
y I
Dv I

－λ I０
∧

－I
∧

＝０ （２９）

对式（２９）两边先去共轭，然后再利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换可以
得出相应的图像去噪的分数阶偏微分方程：

Ｒｅ Dv
x

Dv
x I
Dv I

＋Dv
y

Dv
y I
Dv I

－λ I０ －I ＝０ （３０）

最后利用梯度下降法，引入时间变量 t，可以得到基于
Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的分数阶偏微分方程的去噪模型：

抄I
抄t ＝－Ｒｅ Dv

x
Dv
x I
Dv I

＋Dv
y

Dv
y I
Dv I

＋λ I０ －I （３１）

该模型最大的难点就是如何求取分数阶微分算子的共轭

算子Dv
x和Dv

y。 基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的分数阶偏微分方程的去噪模

型是利用分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质来得到Dv
x和Dv

y的数值解。
已知有噪声图像 I（x，y）（x，y∈Ω），假设其在 X和 Y轴方

向相互独立，其 x和 y方向的分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为

　　　　

Dx I（ x，y） ＝I（ x，y） －I（ x －１，y） ＝

１
N
I（ω１，ω２）

∧
１ －ｅ j２πω１／N ej２π（xω１ ＋yω２）／N

Dy I（ x，y） ＝I（ x，y） －I（ x，y －１） ＝

１
N
I（ω１，ω２）

∧
１ －ej２πω２／N ej２π（xω１ ＋yω２）／N

（３２）

因此，由 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质可知，一阶差分的空域与频域
的表达式对应关系为

Dx I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω１／N I（ω１ ，ω２）
∧

Dy I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω２／N I（ω１ ，ω２）
∧

（３３）

同理可知，n阶差分的空域与频域的表达式对应关系为
Dn
x I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω１／N n I（ω１，ω２ ）

∧

Dn
y I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω２／N n I（ω１，ω２ ）

∧
（３４）

由分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的基本性质可知，将整数阶次 n 推
广到分数阶次 v，即可得到基于分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的分数阶导
数数值计算公式：

Dv
x I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω１／N v I（ω１，ω２）

∧

Dv
y I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω２／N v I（ω１，ω２）

∧
（３５）

这样，由式（３５）可以得到分数阶微分算子的共轭算子：

Dv
x I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω１／N v I（ω１ ，ω２）

∧

Dv
y I（ x，y）吃 １ －ｅ －j２πω２／N v I（ω１ ，ω２）

∧
（３６）

4畅2　基于分数阶基本定义的图像去噪模型
已知有噪声图像 I（x，y），x，y∈Ω，并且假设噪声图像 I（x，

y）在 X和 Y轴方向相互独立，因此只考虑 X轴方向的图像信
号 I（x，· ）的分数阶微积分数值计算。 由分数阶微积分的 Ｇ唱Ｌ
定义可知，图像信号 I（x，· ）的分数阶微分为

　　G
a Dv

t I（x，· ） ＝ １
h

n
∑
N －１

j＝０
（ －１） j Γ（ v ＋１）

Γ（ j ＋１）Γ（ v －j ＋１） I（ x －j；h） （３７）

当步长 h＝１时可以得到
G
a Dv

t I（ x） ＝∑
N－１

j＝０
（ －１） j v

j
I（x －j） （３８）

假设函数 cv（x）满足

cv（x） ＝
（ －１） x v

x
　　x≥０

０　 x ＜０
（３９）

因此，可以将信号的分数阶微积分改写为信号 I（ x）与函
数 cv（x）的卷积操作形式：

G
a Dv

t I（x） ＝cv（ x）倡I（ x） （４０）

于是，将式（４０）代入基于分数阶 BVv （Ω）空间的能量泛
函，可得到基于卷积积分的分数阶变分模型：

E（ I） ＝∫Ω cv倡I ｄxｄy＋λ
２

‖f －I‖２
L２ （４１）

其中：

cv倡I ＝ cv倡I ２
x ＋ cv倡I ２

y

cv倡I x ＝∫Ωcv（ z） I（ x －z，y）ｄz
cv倡I y ＝∫Ωcv（ z） I（ x，y －z）ｄz

（４２）

为了得到式（４１）的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ，与上节假设一样，仍然
假设任意函数φ，从而构造函数，使其满足式（４３）：
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g（ε） ＝E（ I ＋εφ） ＝∫Ω cv I ＋εφ ｄxｄy ＋λ
２

‖I０ －I －εφ‖２
L２ （４３）

仍然利用泛函极值的基本性质令 g′（０） ＝０，可以得到

∫Ω
cv倡I x cv倡φ x ＋ cv倡I y cv倡φ y

cv倡I
ｄxｄy －

λ∫Ω I０ －I φｄxｄy ＝０ （４４）

因为当（x，y）臭Ω时，I（x，y） ＝０。 所以将Ω→R２ 时，可以
得到 Ｐａｒｓｅｖａｌ恒等式：

∫R２ fgｄxｄy ＝１
２π

∫R２ f
∧

g
∧ｄω１ ｄω２ （４５）

可以根据 Ｐａｒｓｅｖａｌ恒等式将式（４４）进一步改写为

１
２π∫Ω

cv倡
∧

I x

cv倡I
cv倡φ x

∧ ｄω１ｄω２ ＋１
２π∫Ω

cv倡
∧

I y

cv倡I
cv倡φ y

∧ ｄω１ｄω２ －

λ １
２π

∫Ω I０
∧

－I
∧

φ
∧ｄω１ ｄω２ ＝０ （４６）

因为存在cv倡I
∧

＝cv
∧

· I
∧

，并且因为函数 φ的任意性，可以
得到

cv倡
∧

I x

cv倡I
cv（ω１ ）

∧
＋

cv倡
∧

I y

cv倡I
cv（ω２ ）

∧
－λ I０

∧
－I

∧
＝０ （４７）

因为cv（ω）
∧

＝cv（ －ω）
∧

，可以得到

cv倡
∧

I x

cv倡I
cv（ －ω１）

∧
＋

cv倡
∧

I y

cv倡I
cv（ －ω２）

∧
－λ I０

∧
－I

∧
＝０ （４８）

利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换的性质可以得到
cv倡I x

cv倡I
倡cv（ －z）

x
＋

cv倡I y

cv倡I
倡cv（ －z）

y
－

λ I０ －I ＝０ （４９）

去掉卷积符号后可以得到

∫Ωcv（ z）
cv倡I x

cv倡I
（ x ＋z，y）ｄz ＋∫Ωcv（ z）

cv倡I y

cv倡I
（x，y ＋z）ｄz －

λ（ I０ －I） ＝０ （５０）

最后，利用梯度下降法即可以得到基于 Ｇ唱Ｌ 定义分数阶
偏微分方程的图像去噪模型：

抄I
抄t ＝－ ∫Ωcv（ z）

cv倡I x

cv倡I
（x ＋z，y）ｄz ＋

∫Ωcv（ z）
cv倡I y

cv倡I
（x，y ＋z）ｄz ＋λ（ I０ －I） （５１）

5　结束语
自从Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ发现分形现象，并将 Ｒｉｅｍａｎｎ唱Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分

数阶微积分理论应用于分析和研究分形媒介中的布朗运动

以来，分数阶微积分逐渐受到工程技术人员的高度关注。 近
些年以来，分数阶微积分理论已经在化学、电磁学、控制学、
材料科学和力学等众多学科领域中得到广泛应用并取得了

重大的研究成果。 然而，将分数阶微积分理论应用到现代信
号分析与处理中，特别是数字图像的处理，在国内外都还是
一个新兴的学科分支。 分数阶微积分理论适合研究具有非
线性、非因果、非平稳等特征不确定的信号，因此分数阶微积
分理论中许多经典算法都非常适合在现代信号分析与处理

中应用。 众所周知，数字图像中邻域内像素点之间的灰度值
具有高度的自相似性，这种高度的自相似性可以近似为分形
结构，并通常是以复杂的边缘和纹理等细节信息来表示。 此
外，数字图像的分数阶微分具有特殊的马赫现象，其拮抗特
性具有特殊的生物视觉感受野模型，因此分数阶微积分理论

为数字图像底层处理提供了一种崭新的研究方法。 表 １ 表示
分数阶微积分理论应用于图像底层处理的类比，该表说明了
分数阶微积分理论应用于图像处理所涉及的定义、适用情
况、特点、优缺点情况。

表 １　分数阶微积分应用于图像底层处理的类比

类比项 分数阶微分 分数阶积分 分数阶偏微分方程

定义 阶次 v ＞０ 阶次 v ＜０ 阶次 v ＞０，且为非整数

适用情况 图像增强 图像去噪 图像增强或去噪

特点
利用分数阶微分
阶次来控制图像
增强的效果

利用分数阶积分
阶次来控制图像
去噪的效果

利用分数阶偏微分方
程的阶次来控制图像
增强或去噪的效果

优点

具 有 弱 导 数 性
质，有利于增强
图像的纹理等细
节信息

具 有 弱 积 分 性
质，有利于在去
噪的同时保护图
像的边缘和纹理
等细节信息

具有普遍性，更加有
效地描述图像的内在
特性，有利于在去噪
的同时保护图像的边
缘和纹理等细节信息

缺点

缺乏自适应性，
对强边缘提升不
足，在一定程度
上加强了噪声的
影响

缺乏自适应性，
阶次较小时， 去
噪效果不明显；
阶次较大时， 容
易出现模糊现象

缺乏自适应性，并且
计算复杂度较高

　　本文介绍的各种基于分数阶微积分和分数阶偏微分方程
理论的图像处理模型还存在一些不足之处，在今后的研究工作
中需要重点解决以下几个方面的问题：ａ）本文主要介绍分数
阶微积分理论应用到图像去噪和增强两种基本的图像底层处

理，需要进一步将基于分数阶微积分的图像处理模型推广到图
像分割、边缘提取、数字水印、指纹提取等图像处理的其他应用
领域；ｂ）本文介绍的基于分数阶微积分理论的图像处理模型
都只是应用于二维图像处理，因此，以后要逐步尝试将上述模
型推广到三维图像处理；ｃ）分数阶微积分理论作为一种基本
的数学分析工具，已经成功应用到了图像处理中，并取得了很
好的应用效果，如何将分数阶微分理论和当今成熟的经典算法
结合，如利用神经网络、遗传算法、模糊数学等经典理论来估计
分数阶微积分的阶次，从而构建性能更加完备的图像处理算
子；ｄ）图像去噪和图像增强是互为逆过程，因此，可以尝试将
基于分数阶偏微分方程的图像去噪模型利用反扩散原理推广

得到基于分数阶偏微分方程的图像增强模型，并将该模型和其
他的一些经典图像增强方法结合得到性能更加优越的图像增

强模型；ｅ）本文介绍关于分数阶偏微分方程的图像处理模型
都是基于较弱函数空间条件下建立的，在数学完备性方面存在
不足，因此需要寻找更为适合的基于分数阶微积分理论的图像
描述空间对图像建模。
分数阶微积分理论作为一种崭新的工程应用工具，已经引

起了国内外众多科技工作者的广泛关注，并在包括图像处理的
实际应用领域中取得了较好的成果。 因此可以大胆预测，随着
分数阶微积分理论的进一步发展和完善，数值计算方法和滤波
器构造方法的进一步简化和改进，学术前沿的新方法和新技术
的进一步推广和应用，计算机硬件设备运算能力的进一步发展
和提高，分数阶微积分理论未来必将具有更加广泛的应用
空间。
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