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摘　要： 利用图像的稀疏与冗余表达模型去噪是当前较为新颖的去噪方法，在对国内外稀疏模型去噪文献进行
理解和分析的基础上，回顾稀疏性去噪研究的发展，阐明稀疏去噪的原理与降噪模型。 总结用于稀疏去噪中的
各类方法，介绍利用稀疏性在图像去噪中的分解与重构过程，并将小波法去噪、多尺度几何分析法去噪、独立成
分法去噪中所涉及的传统稀疏性与当前的稀疏与冗余表达模型去噪对比分析。 最后基于对稀疏性去噪方法的
分析，提出对稀疏去噪研究方法的一些展望。
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0　引言
图像是人们获取信息中一种极为重要的信息源，现实中的

图像都存在各种噪声干扰，在图像获取、转换与传输等过程中，
常受到成像设备自身因素与外界环境条件影响，导致所成图像
上出现一些随机、离散或孤立的点，即图像噪声。 含有噪声的
图像会给后续图像分析，如压缩、编码、识别造成不利影响，当
然也会影响视觉效果。 为抑制噪声，改善图像质量所进行的处
理叫做图像去噪（或称降噪）。 去噪主要任务是最大可能地将
实际信号与噪声信号分离开，剔除噪声信号，保留真实信号，以
达到还原真实图像目的。 去噪主要是提高图像的信噪比或峰
值信噪比 （ ｐｅａｋ ｓｉｇｎａｌ ｎｏｉｓｅ ｒａｔｉｏ， ＰＳＮＲ）与降低均方误差
（ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ， ＭＳＥ），突出图像特征信息的过程。 图像去
噪算法遵循的规则是在去除噪声的同时能尽可能多地保护图

像的边缘细节信息，使得图像更加真实再现目标场景。 因此在
图像处理前期加入降噪或去噪过程，显得极为重要。

现实中噪声是随机分布的，如果人为地把它定义成一种模
型是不准确的（虽然可从一定程度上减少噪声）。 事实上，噪
声无法完全去除，只能使重现信号尽可能接近原始信号［１］ 。
噪声还是一个主观上的感觉，它由不同频率、不同强度干扰无
规则地组合在一起。
在频域中，根据信号和噪声所在频段不同进行低通、高通

滤波或带通滤波［１］ 。 传统的图像去噪方法主要集中在空域或
频域的局部分析，因此在抑制图像噪声的同时，损失了图像细
节信息，使去噪后图像变模糊。 均值滤波、灰度变换、直方图均
衡等方法是比较典型的空域去噪方法。 空域中的均值滤波是
对每个像素点进行均值处理，对该像素点为中心的小邻域内所
有像素点加权和的平均值作为中心像素点滤波后值。 该算法
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简单易懂，对各种图像和噪声类型都能进行处理，由于仅是一
种平滑过程，在图像特征本身不是很平滑的图片中，处理结果
很不理想［２］ 。 而中值滤波、维纳线性滤波等方法大多只使用
图像数据中二阶统计特性［１］ ，图像中重要特征主要通过高阶
统计特性体现，所以这些方法在图像去噪中都不是很满意。

假定在含噪图像中，有用信息部分频率较低，而噪声频率
较高，实际上此假设条件并不总是成立。 一方面，图像细节和
边缘等有用信息含有高频分量；另一方面，噪声虽然以高频成
分为主，但也含有低频成分。 因此，图像中的有用信息部分和
噪声往往在频带上存在重叠部分，这是造成基于有用信息和噪
声频率特性差别的传统去噪方法存在缺陷的根本原因［３］ 。 其
他常见的去噪方法有基于马尔可夫场模型和基于偏微分方程

的方法、小波域方法、主成分分量法及几何尺度分析方法等。
基于图像稀疏性与冗余表达模型的去噪方法，将图像有用

信息部分作为图像中稀疏成分，而将图像中的噪声作为图像
（去除其中稀疏成分后得到）残差，以此作为图像去噪处理的
基础［１３］ 。 任何噪声可视为真实信号之上加入的干扰，关键是
如何确定有用和无用成分。 稀疏信号定义为：若信号仅有限非
零采样点，而其他采样点均为零（或接近于零），则称信号是稀
疏的。 但是，现实中时域内自然图像信号通常是非稀疏，严格
稀疏的信号很少，尽管有些位置的值很小，但不一定等于零。
于是引入可压缩信号概念，其定义为：如果某一信号在不丢失
任何信息（大部分信息）的条件下通过某种变换可以得到稀疏
信号，也就是说信号在某些变换域是稀疏的，则称之为可压缩
信号［４］ 。 利用可压缩性去逼近原始信号。 稀疏性可用于图像
信号去噪，主要是基于稀疏性以下几个特征［２］ ：

ａ）自适应性。 稀疏分解不需要先验图像信号与噪声的统
计特性，通过信号在过完备库上分解，用以表示信号基，可自适
应地根据图像信号本身特点灵活选取。 分解的结果将是一个
非常简洁的表达。

ｂ）不相关性。 原始真实图像信号与观测图像信号之间的
不相关性，以及真实图像信号元素间有某种内在的联系，而噪
声分布是孤立、随机、离散的。

ｃ）原子化。 借助于原子能量特性，对图像信号进行稀疏
分解。 通过形成大小两类原子，分别提取时域上分布比较长的
信息成分与时域比较短的信息成分（信号的细节）。 利用过完
备原子库的稀疏性表示图像，常用的是基于匹配跟踪（ｍａｔｃ唱
ｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ， ＭＰ）算法，实现快速计算，提取有用信息。

1　稀疏去噪问题的描述
1畅1　生物特性稀疏解释

当人在感知外界目标时，在生理与心理上进行着潜意识目
标选择，而不是简单表现为低频与高频信息。 相关模型研究表
明，在视觉皮层复杂刺激的表达是采用稀疏编码原则。 灵长目
动物颞叶视觉皮层和猫视觉皮层的电生理实验报告表明［５，６］ ，
稀疏编码模型很好地描述了初级视觉皮层简单细胞编码外界

视觉刺激图像的过程和特征，其编码方案既符合生物进化普遍
能量最小经济策略，又满足电生理的实验结论［７］ 。

这种动态映射和表达层细胞的发放特性导致细胞发放的

稀疏分布，它不仅具有群体分布式的特点，而且具有特异性，即
具有局域分布性。 这种局域性表示图像某些主要特征分布，揭
示图像结构信息在皮层神经元集群中的分布式表达。 它在一

定程度上与图像的独立成分分析方法等价［８，９］ ，但它更符合生
物学过程，因为它是一种基于超定基学习算法。 学习过程就是
生物体根据外界环境进行自我调节的过程，它的初值不随机，
而具有一定结构，由先天基因所决定。 这两点是独立成分分析
算法所不具备的。
杨谦等人［１０］在 Ｐｏｇｇｉｏ等人研究的基础上进一步指出，哺

乳动物纹状皮层简单细胞的空间感受野在电生理实验中被描

述为局部、具有朝向和带通性质的信号编码检测器，针对图像
产生电发放的输出活动呈现稀疏分布的形式。 从检测图像的
物理过程入手，可建立一个基于超定完备基的简单细胞集群稀
疏编码计算模型，用于图像编码表达。 Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ与 Ｆｉｅｌｄ曾指
出，自然场景的线性稀疏编码产生的特征质量与 Ｖ１ 简单细胞
区域的感知相近［７］ 。

1畅2　数学上稀疏性解释
Ｍａｌｌａｔ等人总结前人研究成果，于 １９９３ 年提出了信号在

过完备原子库上分解的思想［１１］ 。 由于信号稀疏表示的优良特
性，信号稀疏表示研究很快被从一维信号推广到作为二维信号
的图像表示研究上，能快速提取图像有用信息。 文献［８］中指
出非负稀疏编码（ｎｏｎ唱ｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｐａｒｓｅ ｃｏｄｅ， ＮＮＳＣ）是建模哺乳
动物初级视觉系统主视皮层 Ｖ１ 区简单细胞感受野的一种神
经网络编码方法。 这种编码方法是一种神经信息处理方法，仅
依靠外界自然感知信息的统计特性，是一种自适应的自然图像
统计方法。 从数学的角度而言，它同标准稀疏编码［１２］ 、独立分
量分析（ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ， ＩＣＡ）和非负矩阵因式
分解（ｎｏｎ唱ｎｅｇａｔｉｖｅ ｍａｔｒｉｘ ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ， ＮＭＦ）一样，也是对多维
数据进行线性分解的一种表示方法。 它们在某些恰当的条件
限制下，通过减少编码元素之间的相关性，在图像编码领域已
经取得了成功的应用。
文献［１２］分析了非负矩阵因式分解、ＶＱ（ｖｅｃｔｏｒ ｑｕａｎｔｉｚａ唱

ｔｉｏｎ）方法及其对目标选取上的差异。 比如在人脸图像上，ＶＱ
发现整个人脸部分，主成分分量（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｎａｌｙｓｉｓ，
ＰＣＡ）获取特征脸，可能有些是对整个脸的歪曲，而 ＮＭＦ 则有
根本上的不同，提取的图像是定位于对人脸较好的视觉认知
特征。
图像有效表示的目标是寻找一组基以张成这个图像空间，

使得变换（投影）所得系数对于整个自然图像尽可能具有统计
无关特性，从某种意义上来说，也就是使得非零或者非接近于
零的系数尽可能少。 L２RN 空间中，正交基相当多，这种非唯一
性极大地满足了实际问题要求。 被选择出的基集合必须张成
这个图像空间，但希望它们不应该含有冗余（基是线性独立）。
正是由于正交基许多严格条件限制，使得正交基展开更简单，
但图像的稀疏表示不够理想。 因为每组正交基只对图像某一
种特性有效，而不能对其他特性有效，所以使得人们放宽正交
基的某些严格条件限制以获得更好的图像表示，自然地想到用
框架（超完备基）表示图像。

1畅3　去噪模型———稀疏分解与重构

异于传统的图像去噪，基于图像稀疏分解的图像去噪方法
先从图像中提取出图像的稀疏成分，然后利用图像的稀疏成分
重建图像，即得去噪声后的图像［３］ 。 根据 Ｄｏｎｏｈｏ［１４］压缩感知
与去噪理论：f（k） ＝s（k） ＋n（k），f（k）为观测信号，s（k）为无噪
声的原始信号，n（k）是噪声信号［１５］ 。
人的视觉感知系统通过对外界刺激产生感受野，进行特征
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提取，并将其表达为视觉细胞活动状态。 假设图像为 I（x，y），
采用 Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ等人［７］提出的信息编码的模型描述，可得

I（x，y） ＝∑
i
αi（ x，y）φi （１）

其中：I（x，y）是原始图像像素值；αi（x，y）是特征基向量；φi 是

随机组合系数，对应简单细胞的活动状态。 由 φi 构成测量矩

阵，Ｂａｒａｎｉｕｋ 和 Ｃａｎｄèｓ 等人［１６，１７］认为，φi 可在一定条件下重

构。 Ｄｏｎｏｈｏ等人［１８］从定性与定量的角度给出 φi 满足三个特

征：ａ）测量矩阵的列向量必须满足一定的线性独立性；ｂ）测量
矩阵列向量体现某种类似噪声的独立随机性；ｃ）满足稀疏度
的解亦满足 L１ 范数最小的向量。

因为特征基对应着局部时域和频域特征，当图像在某一频
率和方向上有最明显的特征时，与之对应的神经元会有最大响
应（φi ＝１），而其他神经元不响应（φi ＝０）。 因此，将图像投影
到基向量张成的特征子空间上，只有小部分神经元同时处于活
跃状态，产生对该幅图像的稀疏表示［１９］ 。 由最小重构误差和
图像数据稀疏性可得代价函数：

E ＝∑
n

i ＝１
（ I（x，y） －αi（x，y）φi）

２ ＋λ∑
i
S αi

σ
（２）

其中：λ是正常量，决定第二项与第一项的相关性；σ是尺度因
子，求取代价函数最小化。

αi ＝bi －∑
i
Cijαj －

λ
α

S′ σi
σ

（３）

其中：bi ＝∑x，yφi（x，y） I（x，y），Cij ＝∑x，yφi （x，y）φj （x，y）。 φ
学习更新准则为

Δφi（xm，yn） ＝η枙αi［ I（ x，y） －I（ xm，yn）］枛 （４）

其中：I（ xm，yn ） ＝∑iαiφi （ xm，yn ）是重建后的图像，η是学
习率。

基于图像稀疏分解的匹配跟踪算法是从过完备原子库中

选择与图像内积最大的原子向量，即提取最为有用的信息，通
过不断更新，提出的有用信息越多，图像残差就越小［２］ 。 由此
可见，基于稀疏特性去噪实际上是寻找观测信号与原始信号最
小差值，从而得到原信号的最佳恢复［７］ 。 对分解出的稀疏图
像信号重构，即可实现去噪。 为表达重构问题，定义向量 P范
数，当 P为零时，得到向量零范数，代表 X中非零项个数。 当
信号 X稀疏时，求解方程组 Y ＝AX的问题转换为求最小零范
数问题。 求解中需要列出 X中所有非零项位置各种可能的线
性组合，才能获取最优解，这是一个 ＮＰ难问题［１６］ 。 Ｃｈｅｎ等人
利用稀疏分解问题，通过求解优化问题等同解来代替零范数时
的解［２０］ 。 当问题变成了一个解凸优化问题时，可以化简为线
性规划问题。 Ｃａｎｄèｓ等人［１７］提出了一种含有少量先验知识，
并在求解结果中加入适当期望的特性，在凸集上交替投影可快
速求解出线性规划问题。 Ｃｏｒｍｏｄｅ等人［２１］提出利用分组测试

和随机子集选取来估计稀疏信号的非零系数的位置和取值，使
信号重构更快。

Ｇｉｌｂｅｒｔ等人在 ２００６年 ４月提出了链式追踪（ｃｈａｉｎｉｎｇ ｐｕｒ唱
ｓｕｉｔ， ＣＰ）方法来恢复信号，适用于稀疏度较大时［２２，２３］ 。 针对
零范数最小提出的贪婪追踪算法，通过每次迭代时选择一个局
部最优解来逐步逼近原始信号，如 ＯＭＰ算法（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍａｔｃ唱
ｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ）［２４］ 、正则化正交匹配追踪（ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ， ＲＯＭＰ）、最优正交匹配追踪（ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｏｒｔｈｏｇ唱
ｏｎａｌ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ， ＯＯＭＰ） ［２８］ 、稀疏自适应匹配追踪（ｓｐａｒｓｉ唱
ｔｙ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒｓｕｉｔ， ＳＡＭＰ）；针对范数最小提出的线性

规划最优化算法———凸松弛法［２６］ ，这类方法通过将非凸问题
转换为凸问题求解找到信号的逼近。 例如，基追踪算法（ｂａｓｉｓ
ｐｕｒｓｕｉｔ， ＢＰ） ［２７］ 、梯度投影稀疏重构 （ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｓｐａｒｓｅ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ， ＧＰＳＲ）等。 组合算法中要求信号的采样
支持通过分组测试快速重建。 凸松弛法重构信号所需的观测
次数最少，但往往计算负担很重；贪婪追踪算法在运行时间和
采样效率上都位于另两类算法之间。

2　稀疏去噪的发展历史
１９９４年 Ｍａｌｌａｔ等人提出了图像稀疏分解的 ＭＰ方法，实现

图像的稀疏性分解。 对于含有噪声的图像，通过稀疏分解能寻
找到最能匹配原始图像的有用信息而去除冗余信息［２８］ ，该方
法的不足之处在于选出的原子可能是已经入选的原子。 接着
研究者提出了正交匹配追踪算法［２４］ ，与 ＭＰ不同之处在于，它
是一个正交投影，将所选的原子利用 Ｇｒａｍ唱Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化方
法进行正交化处理，再将信号在这些正交原子构成的空间上投
影，得到信号在各个已选原子上的分量和残余分量，然后用相
同方法分解残余分量。 研究表明，ＯＭＰ 算法可以作为逼近方
法找到全局最优解，而且收敛速度比 ＭＰ算法更快。

Ｃｈｅｒｔ等人提出了基追踪算法［２７］ ，它是信号稀疏表示领域
的一种新方法。 它寻求从完备的函数集合中得到信号的最稀
疏的表示，即用尽可能少的基精确地表示原信号，从而获得信
号的内在本质特性。 基追踪方法采用表示系统的范数作为信
号稀疏性度量，通过最小化，利用范数将信号稀疏表示问题定
义为一类有约束的极值问题，进而转换成线性规划问题进行求
解，但 ＢＰ算法速度慢。

１９９６年，Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ等人［７］在枟Ｎａｔｕｒｅ枠上发表的文章，在生
物视觉的初级过程中找到过完备稀疏表达证据，从另一个侧面
推动图像稀疏分解的研究进展。

在稀疏编码方法中，数据特征仅依赖于数据的统计特性；
而小波变换很大程度上依赖于某一确定的抽象数学特性，且此
特性和自然数据统计特性几乎没有关系。 所以基于稀疏编码
的特征提取方法要优于小波方法［２９］ 。

在自然图像统计中，用稀疏编码方法实现图像特征提取及
消除图像中的高斯噪声，此方法与 ＩＣＡ 技术非常类似。 尚丽
等人［２９］用实验证明采用稀疏编码去提取自然图像数据时，稀
疏编码方法能有效提取自然图像特征。 稀疏编码收缩法去噪
效果优于任何低通滤波方法。
求取最大似然估计的方法，文献［３０］给出了三种概率密

度模型与参数估计，即一般稀疏密度模型和非常稀疏密度模
型、广义拉普拉斯密度模型。 算法中采用广义拉普拉斯密度模

型，其密度函数为 p（s） ＝ｅｘｐ（ － ２ s ）／２。 对 s的极大似然
估计为

s
∧
＝ｓｉｇｎ（ s）ｍａｘ（０， s － ２σ２） （５）

Ｌｉ Ｓｈａｎｇ 等人提出非负矩阵的稀疏编码形式压缩算
法［１，３０］ 。 ２００６年尹忠科等人提出了基于稀疏分解的图像去噪
方法，先对含有噪声的图像进行稀疏分解，不断减小残差部分，
当达到设定要求时，利用分解所得图像的稀疏成分重建图像，
则重建的图像即为去除噪声后的图像。 稀疏分解采用 ＭＰ 算
法，过完备库采用非对称原子库［１，３］ 。 文献［３１，３２］提出类似
于二维图像框架的三维数据组，在转换为三维组后压缩转换
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谱。 在减弱噪声的同时，协同滤波揭示最小细节信息，保留最
为本质的个体块的特征。

在原子构成的冗余字典中，Ａｈａｒｏｎ 等人［３３］找到一个合适

的字典解决了对自然场景稀疏表达的困难，采用 Ｋ唱ＳＶＤ 能较
好地处理灰度图像噪声；２００８ 年 Ｊｉ 等人利用 Ｂａｙｅｓｉａｎ方法对
其进行了改进［３４］ ；２００９ 年 Ｗｒｉｇｈｔ 等人［３５］将稀疏表达用在人

脸的表达上，排除噪声，较好地保留了脸部的本质信息。

3　稀疏去噪方法的分类
3畅1　基于全局图像稀疏去噪

利用稀疏与冗余表达模型对全局图像降噪，首先考虑以下
一些变量优化问题：

（pε０ ）ｍｉｎx ‖X‖０　ｓ．ｔ‖Ax －y‖２
２≤ε （６）

其中：阈值 ε与噪声的能量紧密相关，上述问题求解x
∧

表达理

想、干净，因此，输出为y
∧

＝A x
∧

。 从随机观点，假设输入非零值，
对最小均值误差逼近，取得较为稳定的去噪效果。 上述形式要
求对字典 A有较为适宜的选择，在近年来引起很多学者关注。

小波系数的稀疏性已被用于压缩，还有很多提升空间，更
多学者现在较为关注冗余表达，获得漂移不变性，不管边缘与
否，在降噪中都同样对待。 在 Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ、Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｓ、Ｗｅｄｇｅｌｅｔｓ、
Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ等转换中，字典去噪效果要优于小波压缩。 基追踪形
式是通过观察典型图像稀疏表达幅度，发现不同尺度与方向。

3畅2　基于稀疏字典的图像去噪方法
稀疏性去噪，利用图像中特定结构提取原子，构成图像有

用信息，对提取出的稀疏部分进行重建；而图像中的噪声没有
结构，不能用原子来表示。 当原子模型及其参数与待分解的图
像信号的有用部分结构完全匹配时，即能最优表示图像信息。

图像信号的噪声可由人为定义的高斯、均值、椒盐等噪声
混合构成，为综合去除这些噪声，人们希望建立两个甚至多个
基函数之上的图像信号表示，其结果应该比用任何一种单一的
基函数效果要好。 采用超完备的冗余函数库取代基函数，称之
为冗余字典，字典中的元素被称为原子。 原子库的选择应尽可
能好地符合被逼近的图像信号结构，其构成可没有限制，从原
子库中找到具有最佳组合的 M 项原子来表示一个信号，被称
为信号的稀疏逼近［３４］ 。

Ｍａｌｌａｔ等人［１１］提出的应用过完备冗余原子库对信号进行

稀疏分解，并加入了匹配追踪算法，提出利用匹配追踪算法实
现图像稀疏分解。 Ｃｈｅｎ等人在此基础之上提出求解大尺度优
化问题为代表的基追踪［２０］ ，ＢＰ求解时遇到了运算和选取合适
参数的困难［３６］ 。 ＭＰ算法虽然收敛速度较 ＢＰ 快，但不具备全
局最优性，且计算复杂度仍然很大。 然而，由于字典的规模巨
大，匹配追踪的速度非常缓慢，如何快速实现匹配追踪是当前
学者研究的一个热点问题。

将图像分解在完备正交基上，基的数目为图像长与宽的乘
积，基在图像所组成的空间中稀疏分布，而在分解后的图像能
量分散在不同基上。 能量分布的分散导致用基组合表示图像
时，为使得图像能稀疏表示，基的构建必须使得基在图像所构
成的空间中足够稀疏。 原子库的过完备性决定稀疏分解过程
的计算复杂度，同时也决定稀疏分解结果的简洁性和稀疏
性［２２］ 。 文献［３７］提出用分子的概念表示各个子字典，树叶子

对应原始字典的原子，其他节点用分子表示，在不影响算法速
度的同时提高搜索准确度。 树型匹配追踪（ ｔｒｅｅ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｕｒ唱
ｓｕｉｔ， ＴＭＰ）算法［３８］是 ２００５ 年由 Ｌａ和 Ｄｏ提出的，该方法针对
ＢＰ、ＭＰ和 ＯＭＰ方法没有考虑信号的多尺度分解时稀疏信号
在各子带位置的关系，利用稀疏系数的树型结构，进一步提升
了重构信号精度和求解速度［２２］ 。

文献［３６］提出了基于跳跃字典的超完备稀疏表示方法和
基于自适应分割定义域的超完备稀疏表示方法，分别用于重建
带有周期和方波特征的信号，以及带有周期和冲击特征的信
号。 通过设计跳跃字典，自动识别间断点稀疏表示带有周期和
方波特征的信号；对带有周期和冲击信号，利用动态规划，先将
定义域自适应地分割成正则性较好的一些区域；然后对每个区
域利用超完备基下的基追踪算法进行稀疏表示求解。 文献
［３９］提出了一种诱导性塔式分解算法，首先将原子库逐层划
分，得到一个树状层次结构的原子库，然后在迭代过程中利用
划分所得树状结构有目的、有导向性地指引信号分解方向，从
而加快信号分解速度，极大降低算法计算复杂度。 与经典的匹
配追踪算法相比，该算法在同等稀疏度且逼近误差接近的情况
下，计算量大约降低为 ＭＰ 算法的 １／４０，计算时间降低为 ＭＰ
算法的 １／１００左右。 噪声对冗余字典分解影响的研究表明，如
果分解的结果足够稀疏，那么可以在噪声中重建原始信号［１２］ 。
利用上文提到原子库构建字典，文献［１５］通过学习的方式获
取字典并将其应用于图像去噪，结合 Ｂａｙｅｓｉａｎ方法处理，获得
简单有效的去噪算法，取得较高的峰值信噪比。 然而，由于其
字典缺乏平移不变性，去噪后的图像主观质量较差。 由高斯函
数和墨西哥草帽小波母函数得到的混合冗余字典能够有效捕

获图像背景和各向异性成分（边缘和纹理）。
文献［４０］将字典通过聚类实现分层树状结构表示，结合

正交匹配追踪算法实现图像稀疏表示，提高图像表示的稀疏
性，降低算法的复杂度；并依据噪声能量阈值，通过多次迭代实
现图像去噪。 采用混合字典方式，设定噪声能量作为阈值，通
过简单迭代就能取得很好的效果，去噪算法简单，易于实现。
如果能在此基础上进一步优化字典结构，提高原子对图像的表
达能力，减小字典噪声对图像的影响，效果将更为显著。

基于超完备字典的图像稀疏表示是一种新的图像表示理

论，利用超完备字典的冗余性可以有效地捕捉图像各种结构特
征，从而有效表示图像。 当前稀疏表示理论研究主要集中在稀
疏分解和字典构造算法两方面。 文献［４１］提出一种新的超完
备字典构造算法，即 Ｋ唱ＬＭＳ算法，该算法由 Ｋ唱均值聚类算法泛
化获得，可用于超完备字典的自适应更新，以实现图像有效表
示，通过阈值处理的方法实现图像去噪。

3畅3　小波去噪方法中的稀疏性应用
近年来，小波理论得到非常迅速发展，小波分析具备良好

的时频特性，用小波变换将含噪信号变换到小波域，对分解后
的各层系数模大于或小于设定阈值的系数分别进行处理，然后
利用处理后的稀疏小波系数重构出消噪后的图像。 常用的阈
值函数有硬阈值和软阈值函数。 硬阈值函数能较好地保留图
像边缘等局部特征，产生伪吉布斯效应导致视觉失真；而软阈
值处理相对较平滑，却可能造成边缘模糊等现象，为此人们又
提出了半软（混合）阈值函数。
在利用小波变换降噪中主要考虑小波的以下特性：ａ）低

熵性，小波系数稀疏分布，图像变换到小波域后熵低，使得信号
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和噪声所在频带得到统计意义上的分离；ｂ）多分辨率特性，采
用多分辨率方法，能较好地刻画信号的非平稳性，如边缘、尖
峰、断点等，可在不同分辨率下根据信号和噪声分布去噪；ｃ）
基函数选择灵活，根据信号特点与降噪要求选择多带小波以及
小波母函数；ｄ）去相关性，噪声在变化后有白化趋势，小波系
数稀疏，通常信号对应少量大的小波系数，而噪声对应大量小
的小波系数。 在小波变换域中能十分有效地把信号与噪声区
别开来，小波域优于时域［４２］ 。

小波去噪基本方法是将含噪信号进行多尺度小波变换，从
时域变换到小波域，然后在各尺度下尽可能提取有用信号的小
波系数，去除属于噪声的小波系数，用小波逆变换重构信号；建
立稀疏表示的小波去噪模型，将小波去噪的问题转换为一个最
优化问题，并通过求解该问题，得到不含噪声的小波系数，恢复
小波系数的稀疏性，最终去除噪声。 其流程如图 １所示。

M通道小波变换去噪算法，利用小波变换模极大值和噪
声的小波变换模极大值随着尺度 S的增大，具有不同的特性，
设计成多通道滤波器结构，对每个子带再重新进行 M 尺度的
细分。 不同于传统的二进小波对频带划分，而是对信号在不同
尺度下的变换，分解到不同的频带上。

在离散小波变换空间中，对图像局部特征在不同尺度上降
噪处理，可避免传统方法对图像局部的处理泛化到整幅图像，
从而提高降噪后图像重建质量。 传统算法对小波系数的提取，
仅是在逐点处理，未用到小波系数整体结构特性。 结合稀疏
性，在得到小波系数后选择随机矩阵，且满足一致不确定性原
理特性，利用稀疏估计小波系数得到不含噪小波系数，再进行
小波逆变换。 通过在多个初始迭代点上多次使用传统数值优
化方法求取全局最优。

3畅4　MGA 去噪方法中的稀疏性应用
由一维小波基张成的二维小波仅能沿三个方向进行分解，

这样的限制使其没有充分利用图像的几何特性，不能真正达到
稀疏表示。 针对这一问题，提出具有各向异性特点的多尺度几
何分析的多维信号处理理论。 在二维信号中，所谓各向异性，
即在信号分解过程中，所使用基支撑区间是长条形，而不是二
维小波的正方形。 这样在图像边缘方向上可捕获更多奇异点，
从而完成二维信号稀疏表示。 以多尺度几何分析（ｍｕｌｔｉ唱ｓｃａｌｅ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ， ＭＧＡ）为基础，利用几个较大的稀疏系数来
逼近原始图像信号。 目前，针对不同的应用范围，提出了一系
列的稀疏表示理论，如 Ｒｉｄｇｅｌｅｔｓ［４３］ 、Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ［４４，４５］ 、Ｃｏｎｔｏｕｒ唱
ｌｅｔｓ［４６］ 、Ｂｒｕｓｈｅｌｔ、Ｗｅｄｇｅｌｅｔ、Ｂｅａｍｌｅｔ 以及 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ 变换［４７］等。
分析发现 Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ和 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｓ变换都是冗余变换，而 Ｐｅｎｎｅｃ
等人提出的 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ［４７］变换是一种非冗余变换。 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ变
换中，对于被加性高斯白噪声污染的图像，在同样的噪声级，优
于正交小波硬阈值去噪方法，视觉效果更好，且较好地保持了
图像边缘。

Ｒｉｄｇｅｌｅｔ（脊波）是基于人眼视觉系统特性，根据图像几何
结构特征提出的一种多尺度脊波字典构造方法。 采用一系列
脊波函数叠加形式来表示，脊波变换可对线状奇异特征进行稀

疏表示，因此可被广泛应用于图像去噪［４８］ 。
在单尺度脊波变换的基础上发展起来的曲线波变换 Ｃｕｒ唱

ｖｅｌｅｔ，也是对曲线奇异的物体的一种非自适应稀疏表示。
Ｓｔａｒｃｋ等人［４９］采用数字曲线波变换进行图像去噪，得到了非
常好的效果。 在 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ转换中使用 Ｒｉｄｇｅｌｅｔ变换作为其中一
步，第二代曲线波变换完全摆脱了对脊波变换的依赖，改进了
Ｓｔａｒｃｋ等人所提出的 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换，去除了环绕现象，并将硬阈
值去噪法和基于子带相关的图像去噪法相结合，在去除噪声的
同时保护图像边缘特征［５０］ 。

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ是从离散域构造出发，并研究了连续域的收敛
性。 利用不可分滤波器组，可提供一种离散域的多分辨和多方
向的表达方式。 刘盛鹏等人［５１］提出一种基于数学形态学的

Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换域图像降噪方法。 首先对输入含噪图像进行多
尺度、多方向的 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ稀疏变换，然后利用数学形态学算子
在 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ域对高频系数进行处理，去除图像中具有较小支
撑域的噪声，有效保留具有连续支撑域的图像边缘信息，最后
通过 Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ反变换得到预降噪图像。
文献［５２］针对盲分离初始化问题提出一种基于 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ

稀疏表示的图像盲分离初始化方法。 该初始化方法能避免盲
分离算法在收敛时陷入局部最小，加快收敛，并提高分离精度。
文献［５３］提出了具有平移不变性的低冗余度解析轮廓波变
换。 在该变换中圆对称滤波器组首先将图像分解为多个不同
分辨率的细节子带和一个低频子带，再对细节子带进行希尔伯
特变换，形成二维解析信号，最后用方向滤波器组对二维解析
信号进行分解，实现具有平移不变性多尺度多方向的解析轮廓
波变换。 解析轮廓波变换基函数的实部和虚部与 Ｇａｂｏｒ 小波
的实部和虚部类似，符合人眼视觉特性，使得解析轮廓波变换
在图像去噪和压缩传感方面具有明显优势。
正交 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域经四叉树分割的每一子块系数建模为广

义高斯分布，基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ框架，推导出自适应逐子块局部阈
值的计算公式，找出其参数分布的最佳范围，提出图像 Ｂａｎｄｅ唱
ｌｅｔｓ域的逐子块阈值去噪算法［５４］ 。 由于充分利用图像的局部
统计信息，对自然图像去噪的视觉效果和评价指标都好于其他
基于阈值去噪算法。
第二代 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ能充分利用图像内在的几何正则性，自

适应获得图像的最优表示；多层阈值符合小波多尺度域的系数
统计特性；维纳滤波能去除阈值去噪带来的纹理效应。

Ｗｅｄｇｅｌｅｔ是 Ｄｏｎｏｈｏ［５５］研究如何从噪声数据中恢复原始图
像的问题中提出来的一种方向信息检测水平模型，这类模型中
的边缘具有 Ｈｏｌｄｅｒ 正则性。 Ｄｏｎｏｈｏ 利用计算调和分析的思
想，给出了一种新的具有方向性、局部性和尺度性的超完备原
子集合Ｗｅｄｇｅｌｅｔ。 该集合为水平模型中的物体提供了一种近
似最优的表示方法，逼近精度可达 M －２。 这是一个自适应方
法，主要用于检测含噪图像中线性奇异性信息。

小波分析能成功对范围广泛的函数类稀疏表示，尤其对点
奇异函数更能表现出最优非线性逼近能力。 但对于含线奇异、
面奇异的二维或高维函数，逼近效果则减弱。 脊波框架的构造
不需要利用 Ｍｅｙｅｒ小波特有的封闭特性，使得框架的构造条件
远比正交脊波宽松，几乎各种正交小波基都可被用来构造此框
架。 脊波框架构造过程的灵活性和脊波特有的线性结构［４８］ ，
脊波变换核心经过 Ｒａｄｏｎ变换把线状奇异性变换成点状奇异
性。 小波变换能有效地处理在 Ｒａｄｏｎ域的点状奇异性，其本质
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是通过对小波基函数添加一个表征方向的参数得到，所以脊波
除具有小波的局部时频分析能力，还具有很强的方向选择和辨
识能力，能有效表示图像中具有方向性的奇异特征。

3畅5　ICA去噪方法中的稀疏性应用
由于稀疏编码与 ＩＣＡ有紧密联系，ＩＣＡ变换将随机变量分

解为多个相互间尽可能独立的分量的组合，而分量之间尽可能
独立等价于各个分量的非高斯性最强。 采用 ＩＣＡ 处理含有噪
声的图像数据，可加强分量的非高斯性，在使用最大似然估计
时有利于减小估计误差。 噪声图像经过 ＩＣＡ 变换，得到多个
非高斯性最大化的独立分量，然后对各个独立分量进行最大似
然估计，得到独立分量，再经过 ＩＣＡ 逆变换得到去噪后的图
像。 ＩＣＡ是把图像视为一系列最大不相关基图组成，把含噪图
像分解成一系列在一定准则下的最大不相关基图，通过准则选
择一定量基图重构图像［５６］ 。

ＩＣＡ是基于高阶统计量，研究信号间的独立关系；而 ＰＣＡ
着重于二阶统计量，研究信号间相关性，通过稀疏编码提取图
像特征，并用于图像去噪。 Ｈｙｖａｒｉｅｎ 等人［５７］认为多信号的独

立分量是稀疏的，可以在 ＩＣＡ域中去除噪声，而且稀疏编码收
缩方法对于非高斯信号被高斯信号污染的去噪处理非常有效。
图 ２给出了 ＰＣＡ与 ＩＣＡ的对比。

１９９７年，Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ等人［５８］又提出了一种超完备基的稀疏

编码算法。 Ｂｅｌｌ等人［８］把 ＩＣＡ用于自然图像分析，并且得出一
个重要结论：ＩＣＡ实际上就是一种特殊的稀疏编码。

Ｈｙｖａｒｉｎｅｎ等人用稀疏编码方法进行去噪时，在 ＩＣＡ域中，
收缩函数根据某阈值判别数据是否为噪声，并对去除高斯噪音
有着很好的效果；Ｈａｒｉｔｏｐｏｕｌｏｓ 等人［５９］利用基于非线性独立分

量分析的自组织神经网络进行去噪处理；Ｈａｎ等人［６０］也应用

稀疏编码的方法，在 ＩＣＡ域对泊松噪声图像进行处理，达到了
较好的效果。 文献［５６］采用从原图中随机提取子图形成样本
数据集，对产生的数据样本集进行变换实现去噪。 对输入图像
数据进行 ＩＣＡ分析，从数据间的高阶统计相关性角度出发，提
取图像内部特征，有效利用了输入数据在统计关系上的本质
特征［８］ 。

ＩＣＡ方法本质上属于信息论的方法，可分为两类：一类算
法归结为优化一组相关的代价函数，涉及到大量的复杂矩阵运
算问题；另一类是基于随机梯度算法的自适应算法，实现可以
应用到神经网络等非线性并行计算工具，但算法收敛速度较
慢。 Ｈａｒｉｔｏｐｏｕｌｏｓ等人［５９］提出了自组织非线性独立成分分量的

图像去噪方法。
由于自然图像信号大部分自身即具备典型的稀疏统计特

性，即服从超高斯分布。 研究表明，在图像去噪中，当 ＩＣＡ 均
为非高斯分布，或者仅有一个独立分量为高斯分布时，该方法
有效［２９］ 。 只要找到独立的投影方向，这些方向上的独立成分

就大致满足稀疏分布。 用 ＩＣＡ 算法得到的标准正交阵等价于
独立的投影方向，其逆阵可作为对自然图像稀疏表示的特征基
函数的近似。 这种等价关系的深层原因在于 ＩＣＡ算法和稀疏
编码在冗余减少的目标上是一致的。

２０１０年，Ａｎｊａｌｉ 等人对 ＩＣＡ 技术去噪进行了综述，指出
Ｆｏｕｒｉｅｒ方法局限于频率，小波变换虽能同时在空间域与频率
域，但都不具有数据的自适应性；而 ＩＣＡ方法能从高阶去分析
多方向数据内在的适应性，噪声被认为是高斯随机变量，而图
像数据则是非高斯随机变量［６１］ 。

4　稀疏性去噪的发展
随着稀疏理论的深入研究，其在图像处理中的应用也逐渐

扩大，目前主要用于压缩感知、特征提取、模式识别和图像恢复
与图像去噪。 源于数学理论与信息论的发展，利用更多的数学
优化工具结合信息特性成为图像去噪的一个趋势。 含噪声的
图像经 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换在频域没有了空间性，小波具有很好的时
域和频域特性，但高维奇异函数并不能达到最优的逼近阶。 多
尺度几何分析利用各向异性，对高维空间中具有直线或曲线奇
异性信号具有良好的检测性能，可以用稀疏的系数来表示原
信号。
对于各种不同特性的图像部分采用不同的正交基来展开。

由于每个正交基都能独立地张成图像空间，这意味着允许在图
像表示中采用非正交和超完备基。 这些正交基组合就形成了
一个框架，框架表示的非唯一性使得人们能够自适应地选择
基，以达到图像稀疏表示的目的。 这种稀疏表示具有获得最可
能稀疏的图像表示、获取比传统的非适应性方法更高分辨率的
信息的优势。 保持稀疏信号的 Ｍａｎｈａｔｔａｎ 距离，利用 ＲＩＰ（ ｒｅ唱
ｓｔｒｉｃｔｅｄ ｉｓｏｍｅｔｒｙ ｐｒｏｐｅｒｔｙ）性质检验一个随机矩阵是否能够用来
作为采样矩阵，使得 L１ 范数最小化算法能够对稀疏信号进行

完美的重构。 非负稀疏编码算法能成功地提取自然图像的特
征基向量，也可用于消除自然图像中的高斯加性噪声。

根据稀疏分解计算时间复杂度和待分解图像大小之间的

关系，把待分解图像分成互不重叠（或部分重叠）的小块，然后
对每个小块图像进行稀疏分解，在分解原子个数相近或相同的
条件下，对稀疏分解后的图像进行重建。

当前稀疏表示理论研究主要集中在稀疏分解算法和字典

构造算法两方面。 为真实再现含噪场景，文献［３１］在转换域
中，基于稀疏表达提出了一种新的图像去噪策略，把图像从 ２Ｄ
转到 ３Ｄ组，组框架能够很好地完成真实信号的稀疏表达，压
缩转换频谱、去除噪声，再反变换，利用协同滤波处理三维组，
即便对彩色图也能达到较好的降噪效果。 进一步，利用张量表
达图像的稀疏特性，从而实现图像去噪。
基于超完备字典的图像稀疏表示因其具有稀疏性、特征保

持性、可分性等特点而被广泛应用于图像处理。 文献［６２］把
一种超完备字典学习算法用于图像去噪，将字典学习等价于一
个二次规划问题，并提出适合于大规模运算的投影梯度算法。
学习所得字典能有效描述图像特征。 基于超完备学习字典，获
得图像的稀疏表示，并恢复原始图像。 与小波类去噪方法相
比，学习算法能更好地去除图像噪声，保留图像细节信息，获得
更高的 ＰＳＮＲ值。
量子遗传算法能用较小的种群规模实现较大的空间搜索，

全局寻优能力强，基于匹配追踪的图像稀疏分解是最优化问
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题，因此可用量子遗传算法快速实现［６３］ 。 更多的智能处理方
法与信号处理方法，如粒子群优化算法、树型基跟踪法以及机
器学习算法可加以改进集成到稀疏表达中。
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