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摘　要： 根据有限数目的参考点，通过二维单目观测图像估计三维目标的姿态参数（又称 ＰnＰ 问题，ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ唱
n唱ｐｏｉｎｔ）是计算机视觉研究中的一个经典难题。 当参考点的数目 n ＜６ 时，ＰnＰ 问题为高度非线性问题并可能存
在多个可行解。 目前求解 ＰnＰ问题的方法主要分为迭代解法和闭式解法两类。 迭代解法数值精度高，但是只能
收敛到多解中的一个解，无法同时得到全部可行解；闭式解法的优点是可以一次得到全部可行解，但是现有算法
在数值精度和数值稳定性上要逊于迭代解法。 针对以上问题，以 Ｐ３Ｐ 问题为研究对象，提出一种可以同时得到
全部可行解并具有高数值精度的半闭式解法，并通过详细的实验验证该方法的有效性。
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Abstract： Ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ３Ｄ ｏｂｊｅｃｔ’ｓ ｐｏｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｒｏｍ ２Ｄ ｍｏｎｏｃｕｌａｒ ｉｍａｇｅ ｗｉｔｈ ｌｉｍｉｔｅｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｉｎｔｓ （ｋｎｏｗｎ
ａｓ ＰnＰ ｐｒｏｂｌｅｍ） ｉｓ ａ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｖｉｓｉｏｎ ｒｅｓｅａｒｃｈ．Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｐｏｉｎｔｓ n＜６， ＰnＰ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｈｉｇｈｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｍａｙ ｅｘｉｓｔ．Ｓｔａｔｅ唱ｏｆ唱ａｒｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ＰnＰ ｐｒｏｂｌｅｍ ｍａｉｎｌｙ ｄｉ唱
ｖｉｄｅ ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ： ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ｃｌｏｓｅｄ唱ｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｈｉｇｈｌｙ ｐｒｅｃｉｓｅ， ｂｕｔ ｃａｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｔｏ
ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｏｆ ａｌｌ ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ａ ｔｉｍｅ； ｗｈｅｒｅａｓ ｃｌｏｓｅｄ唱ｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃａｎ ｒｅｔｒｉｅｖｅ ａｌｌ ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ａ ｔｉｍｅ，
ｂｕｔ ａｒｅ ｉｎｆｅｒｉｏｒ ｔｏ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｎｅｗ ｓｅｍｉ唱ｃｌｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
Ｐ３Ｐ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｗｈｉｃｈ ｈａｄ ｈｉｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ．Ａｎｄ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｏｒｏｕｇｈ ｅｘｐｅｒｉ唱
ｍｅｎｔｓ．
Key words： Ｐ３Ｐ； ｍｏｎｏｃｕｌａｒ ｖｉｓｉｏｎ； ｐｏｓｅ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ； ｓｅｍｉ唱ｃｌｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

1　研究背景
根据有限数目的参考点，通过二维单目观测图像对三维目

标相对于相机的姿态参数进行估计是计算机视觉和摄影测量

研究中的一个经典难题，在目标跟踪、目标识别、机器人导航、
虚拟现实［１］中都有着重要的应用价值。 基于点的姿态估计问
题又称为 ＰnＰ问题，其数学描述为：“给定观测图像中的 n 个
参考点，确定使目标三维模型与二维观测图像相对应的坐标变
换参数”。
对 ＰnＰ问题，当 n＜６时为高度非线性问题，并可能存在多

个可行解。 由 Ｇｒｕｎｅｒｔ［２］ 、Ｆｉｓｃｈｌｅｒ等人［３］指出，对 Ｐ３Ｐ问题，通
常存在 ２个可行解，并且最多可以存在 ４ 个可行解；对 Ｐ４Ｐ问
题，当 ４个参考点对应的三维坐标在一个平面内时存在唯一
解，否则最多可以存在 ５个可行解；对 Ｐ５Ｐ问题，文献［４］指出
可以最多存在 ４个可行解。 文献［５］对 Ｐ３Ｐ 问题存在不同数
目的可行解的条件进行详细研究，但是其结论过于复杂，尚未
完全解决在求解 Ｐ３Ｐ问题之前判断其可行解数目的问题。
对于非线性 ＰnＰ 问题的求解，目前的算法主要分为迭代

解法和闭式解法两类。 迭代解法的思路是将 ＰnＰ问题表述为
某个特定代价函数的最优化问题，点具有较高的数值精度，其
缺点是当 ＰnＰ问题存在多个可行解时，迭代解法无法同时得
到全部可行解，一次只能收敛到多个可行解中的一个解，其代
表性的算法有由 Ｄａｖｉｄ 等人提出的 ＰＯＳＩＴ 算法［６］ ，以及由 Ｌｕ
等人提出的 ＯＩ算法［１］等。 闭式解法的思路是将 ＰnＰ 问题表
述为 ４ ～８阶的多项式方程（组），通过求解高阶方程（组）的根
来求解 ＰnＰ问题。 其优点是可以一次得到 ＰnＰ问题的全部可
行解，缺点是在数值精度和数值稳定性上要逊于迭代解法。 代
表性的算法包括 Ｇｒｕｎｅｒｔ、Ｆｉｓｃｈｌｅｒ、Ｑｕａｎ等人［２，３，７］提出的闭式

解法。 对于 ＰnＰ 问题闭式解法的数值精度和数值稳定性问
题，从 １９９４ 年 Ｈａｒａｌｉｃｋ等人［８］以综述的形式对几种代表性的

闭式解法的数值精度表现进行了总结之后一直再没有较大的

进展，直到最近 Ｎｏｇｕｅｒ等人［９］提出了一种新的 ＰnＰ问题闭式
解法，通过把 ＰnＰ问题的 n个点的 ３Ｄ坐标表达为 ４个虚拟控
制点的加权和，将 ＰnＰ问题的求解转换为２阶方程组的根的求
解。 文献［９］的解法把需要求解的方程组阶数降低至 ２ 阶，在
数值精度和数值稳定性方面有了明显提高，可与迭代解法的精
度相媲美。 但是由于其解法需要首先将 ＰnＰ问题的 n个投影
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点转换为 ４个虚拟点的加权和，因此只适用于 n≥４的情况。
本文主要关注于 Ｐ３Ｐ 问题的求解，针对前述迭代解法和

闭式解法存在的缺陷，从“能否根据迭代解法已经求得的可行
解推知其他可行解”的角度出发，提出一种可以同时得到全部
可行解并具有高数值精度和数值稳定性的半闭式解法。 首先
由迭代解法求得 Ｐ３Ｐ问题的一个可行解，然后通过共线约束，
将求取其他可行解的问题转换为 ２阶方程组的求解，与现有闭
式解法相比大大降低了需要求解的方程（组）的阶数，从而显
著提高了算法的数值精度和数值稳定性。

2　求解 P3P 问题的半闭式解法
2畅1　问题的数学描述

本文使用透视模型来对相机的成像过程进行建模。 令 xv

表示目标自坐标系坐标，xu 表示相机坐标系（世界坐标系）坐
标，xp 表示像平面坐标，R、t分别表示目标自坐标系到相机坐
标系进行坐标变换的旋转矩阵和平移矢量。
相机坐标系与目标自坐标系之间的变换方程为

xu ＝Rxv ＋t （１）

或以矩阵形式表示为

Xu ＝RXv ＋thＴ （２）

其中：h为全 １矢量。
像平面与目标自坐标系之间的变换方程为

xp
１

～K R｜t
xv
１

（３）

其中： ～表示在齐次意义上相等［１０］ ，K 表示相机的内参数矩
阵。 为了保持叙述和推导的简洁，后文中将假设相机的内参数
矩阵 K已经标定。 对于 ＰnＰ问题，其详细数学描述为：

给定 n个参考点在三维目标自坐标系的坐标 xv，i 以及其

在二维像平面坐标系的对应坐标 xp，i ，求解目标自坐标系到
相机坐标系的坐标变换参数：旋转矩阵 R和平移矢量 t。
本文的基本思路是：首先通过迭代算法求得 Ｐ３Ｐ 问题的

一个可行解，然后再使用本文提出的 ＦＡＯＳ算法求得其他的全
部可行解。 ＦＡＯＳ算法为闭式解法，其作用是根据给定的一个
可行解求得 Ｐ３Ｐ问题的其他可行解。 这个初始解本文使用迭
代解法求得，由于迭代解法高数值精度的特点，因此可以保证
输入到 ＦＡＯＳ算法的初始解具有高的数值精度，从而避免此环
节中产生精度损失。 由于本文的解法为迭代和闭式算法的结
合，因此称之为半闭式解法。

2畅2　FAOS 算法
ＦＡＯＳ算法的核心原理是根据 Ｐ３Ｐ 问题多个可行解之间

的共线约束，将 ＰnＰ问题转换为 ＡＯＰ问题［１１］ ，并将 ＰnＰ问题
最终转换为二项式方程组根的求解。
所谓共线约束是指，对于 ＰnＰ问题的所有可行解，不同解

之间对应点在相机坐标系中的三维坐标与相机的光学中心处

于同一条直线上，如图 １所示。 将相机的光学中心作为相机坐
标系的原点，则上述共线约束可以通过下式进行数学表述：

x′u，i ＝di· xu，i （４）

或者以矩阵形式表示为
X′u ＝XuD （５）

其中：
D ＝ｄｉａｇ（d１ ，d２ ，⋯，dN），di ＞０，i ＝０，１，⋯，N （６）

为对角比例矩阵。 引入比例矩阵 D 后，对于 ＰnＰ 问题的所有
可行解，相机坐标系与目标自坐标系之间的变换方程式（２）可
以重写为

XuD＝RXv ＋thＴ （７）

式（７）的重要意义在于，可以将 ＰnＰ所有可行解问题的求解转
换为比例矩阵 D所有可能值的求解。

式（７）满足 ＡＯＰ问题的形式。 与标准 ＡＯＰ问题的不同在
于，式（７）中除了旋转矩阵 R和平移矢量 t外还包含一个额外
未知参数———比例矩阵 D。 下面来推导求解比例矩阵 D所需
要满足的约束条件：

首先在方程式（７）两边同乘以矩阵

H＝I－hh
Ｔ

hＴh
（８）

以去除方程中的平移矢量。 得到方程
XuDH ＝RXvH （９）

令（U，Λ，V）为 XuDH（XvH） Ｔ 的一个 ＳＶＤ分解，亦即满足
UΛVＴ ＝XuDHHＴXＴ

v （１０）

根据文献［１１］，旋转矩阵 R的最优解可以通过下式求得
R倡 ＝UVＴ （１１）

根据式（９）将 XuDH用 RXvH替换，得到方程
RXvHHＴXＴ

v ＝UΛVＴ （１２）

然后根据式（１１）将矩阵 R用 UVＴ 替换
UVＴXvHHＴXＴ

v ＝UΛVＴ （１３）

将上式两端同乘以 VＴU，则可以得到方程
X vHHＴXＴ

v ＝VΛVＴ （１４）

式（１４）为矩阵 XvHHＴXＴ
v 的特征值分解。 因为矩阵 Xv 为

已知量，因此矩阵 V和Λ的值可以被矩阵 XvHHＴXＴ
v 的特征值

分解唯一确定。
在得到矩阵 V和Λ的值后，由式（１０）有

UΛ＝XuDHHＴXＴ
v V （１５）

定义

A ＝Xu，B ＝HHＴXＴ
v V ＝HXＴ

v V （１６）

则式（１６）可以被最终简化为
UΛ＝ADB （１７）

在式（１７）中，矩阵 A、B和 Λ的值为已知量，未知量包括
酉矩阵 U和待求的比例矩阵 D。 为了获得矩阵 D 的约束方
程，需要利用矩阵 U的酉性约束。 根据矩阵Λ的秩的不同，需
要分成以下三种情况进行分别讨论：

ａ）ｒａｎｋ（Λ） ＝３，此时矩阵Λ满秩，因此为可逆矩阵。 根据
矩阵 U的酉性，可以得到比例矩阵 D的六个二项式约束方程。
具体地说，定义

U ＝ u１ ，u２ ，u３ （１８）

其中：矢量 ui 代表矩阵 U的第 i列，则六个约束方程表达式为
｛‖u i‖ ＝１，　i ＝１，⋯，３｝ （１９）

｛uＴi u j ＝０，i ＝１，⋯，３，j ＝１，⋯，３，i≠j｝ （２０）

由于比例矩阵 D为对角阵，对于 ＰnＰ问题，只需要 n个约
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束方程，因此对于 Ｐ３Ｐ问题，上述的六个约束方程构成超定方
程组，求解该 ２阶方程组的根即可得到比例矩阵 D的解。

ｂ）ｒａｎｋ（Λ） ＝２。 此时矩阵 Λ不可逆，使得约束方程式
（１０）（２０）中与 u３ 相关的三个约束方程不再有效，因此只剩下
三个约束方程可用。 由于对于 Ｐ３Ｐ问题比例矩阵 D的求解只
需要三个约束方程，因此此时仍可以通过求解 ２阶方程组的根
得到比例矩阵 D的解。

ｃ）ｒａｎｋ（Λ） ＝１。 此时 ＰnＰ问题的所有参考点位于同一条
直线上，没有实际意义。

对于比例矩阵 D 的二项式约束方程组，本文采用 ＰＨＣ唱
ｐａｃｋ［１２］进行求解。 在求得比例矩阵 D的所有可行解后，利用
式（５）即可求得 ＰnＰ问题的所有可行解。
本文采用文献［１］提出的 ＯＩ迭代算法求取 ＦＡＯＳ 算法所

需要的初始可行解。 ＯＩ算法具有全局收敛性，同时也是当前
数值精度最高的算法之一［２］ 。

3　实验分析
本章将通过实验对本文提出的 Ｐ３Ｐ 问题的半闭式解法的

性能进行详尽的分析。 作为性能评价的标尺，本文选取当前求
解 Ｐ３Ｐ问题闭式解法中具有最低阶数的两种方法，即 Ｆｉｓｃｈｌｅｒ
解法［３］和 Ｇｒｕｎｅｒｔ解法［２］ ，作为对比。 这两种方法需要求解的
多项式方程（组）的阶数均为 ４ 阶，其数值精度性能已经在文
献［８］的综述中得到了详细的分析和验证。 本章所有实验源
码均采用 ＭＡＴＬＡＢ Ｓｃｒｉｐｔ编写，ＰＨＣｐａｃｋ［１２］的版本为 ｖ２．４．３１。
3畅1　实验数据

实验使用三组具有不同 ＤＳＲ（ｄｉｓｔａｎｃｅ／ｓｉｚｅ ｒａｔｉｏ，距离／尺
寸比）值（ＤＳＲ ＝１００，１０，１）的测试数据，每组数据包含 ６ ０００
个测试案例，每个测试案例的姿态角参数为随机选取。
为了验证各算法返回解的正确与否，将目标的三个参考点

的坐标根据算法估计得到的姿态参数值重新投影到像平面，然

后检查重投影得到的像平面坐标 x
＾
p，i 与实际像平面坐标

xp，i 的吻合程度。 定义相对误差

ｅ ＝ ‖Xp －X＾p‖２
F

‖Xp －Xｍｅａｎ‖２
F

（２１）

其中：Xｍｅａｎ表示三个参考点在实际像平面坐标的均值。 给定阈
值 eth，当相对误差 e≤eth时将该解判定为正确解，否则将该解
判定为错误解。 本文中相对误差阈值设为一个非常小的值

eth ＝１E －４ （２２）

3畅2　FAOS 算法数值精度
本节首先对本文提出的 ＦＡＯＳ算法的数值精度进行分析。 作

为数值精度评价指标，这里使用式（２１）定义的相对误差 e来描述
ＦＡＯＳ算法返回的 Ｐ３Ｐ问题解的准确度。 作为比较，同时也给出
Ｆｉｓｃｈｌｅｒ和 Ｇｒｕｎｅｒｔ解法的数值精度分析结果，如表１所示。

表 １　三种方法的数值精度统计结果

ＤＳＲ 算法全部返回解的平均误差 （珋e±σ）

Ｆｉｓ Ｇｒｕ ＦＡＯＳ
算法正确返回解的平均误差 （珋e±σ）

Ｆｉｓ Ｇｒｕ ＦＡＯＳ

１ H２ *．６３１７ｅ－１４ ９ 墘．００２４ｅ－１６ １ 珑．１９５７ｅ－３２ ２ F．７３９８ｅ－１４ ９ い．３７２２ｅ－１６ １  ．１９５７ｅ－３２
±２ D．９２７８ｅ－１２ ±７ ⅱ．１２４０ｅ－１４ ±１  ．３３６６ｅ－３２ ±２ _．９８７３ｅ－１２ ±７ 揪．２６８８ｅ－１４ ±１ !．３３６６ｅ－３２

１０ U９ 7．８９９３ｅ－４ ０ 乔．１５８９ １ 珑．１４２１ｅ－３２ ７ F．５４８４ｅ－１０ ７ い．８１４１ｅ－１０ １  ．１４２１ｅ－３２
±２ P．９０２２ｅ－３ ±７ 噜．９０８８ ±１  ．１３４０ｅ－３２ ±５ l．６６０１ｅ－８ ±６ 适．０７５９ｅ－８ ±１ !．１３４０ｅ－３２

１００ a０ h．０１１９ １９６ 噜．３５５４ １ 珑．１０１７ｅ－３２ ６ R．６７６７ｅ－８ １ 北．３７１９ｅ－７ １  ．１０１７ｅ－３２
±０ 倐．２１４１ ±７ �．３４０１ｅ＋３ ±１  ．１９８７ｅ－３２ ±１ l．４７５４ｅ－６ ±２ 适．３６７４ｅ－６ ±１ !．１９８７ｅ－３２

　　表 １的结果分为两部分，第一部分为三种算法对三组测试
数据返回的全部解的平均数值精度（误差平均值±标准差），
第二部分为三种算法返回的解中所有正确解的平均数值精度。
实验表明 ＦＡＯＳ算法返回的全部解均为正确解，亦即相对误差
式（２１）总小于阈值式（２２），因此在两部分中的精度数据相同。
从表 １的结果可以看到：

ａ）ＦＡＯＳ算法的数值精度要明显优于 Ｆｉｓｃｈｌｅｒ 和 Ｇｒｕｎｅｒｔ
解法，在 ６４ ｂｉｔ字长浮点计算的情况下，即使只考虑三种算法
返回解中正确解的平均数值精度，ＦＡＯＳ算法的精度仍然高出
Ｆｉｓｃｈｌｅｒ和 Ｇｒｕｎｅｒｔ解法几十个数量级。

ｂ）ＦＡＯＳ算法的数值精度不随距离／尺寸比 ＤＳＲ的大小而变
化，平均误差始终保持在 １ｅ－３２量级；而 Ｆｉｓｃｈｌｅｒ和 Ｇｒｕｎｅｒｔ解法
的数值精度则随ＤＳＲ值的增大而降低，从 ＤＳＲ＝１到 ＤＳＲ＝１００，
存在６ ～９个量级的精度损失。

3畅3　P3P 问题半闭式解法总体性能
本节将对包括迭代初始解＋ＦＡＯＳ算法在内的完整的 Ｐ３Ｐ

问题半闭式解法的总体性能进行测试和分析。
表 ２给出了半闭式解法中迭代初始解（ＯＩ算法［１］ ）的数值

精度分析统计结果和使用迭代初始解作为输入，由 ＦＡＯＳ算法
求得 Ｐ３Ｐ问题的全部可行解的数值精度分析统计结果。 表 ２
的第 ２列为迭代解法失败案例的数目；第 ３列为迭代解法在成
功收敛之前的平均迭代次数；第 ４列则给出了迭代解法估计得
到的 Ｐ３Ｐ问题初始解的平均误差（误差平均值±标准差）；第 ５
列给出了三组测试案例中最终 Ｐ３Ｐ问题全部可行解存在漏解
的案例数目。 经过验证，这 ２０ 个测试案例的准确可行解数目
为 ３或 ４，而半闭式解法得到的可行解数目均为 ２。 发生上述
漏解问题的原因在于，这 ２０ 个测试案例的三角形结构并不稳
定，亦即对 Ｐ３Ｐ问题的三个参考点坐标添加极小的扰动即可
造成准确可行解的数目发生变化。

表 ２　本文 Ｐ３Ｐ问题半闭式解法总体数值精度统计结果

ＤＳＲ
迭代算法得到的初始解的数值精度

失败案

例数目

平均迭

代次数

平均误差

（珋e±σ）

由 ＦＡＯＳ算法得到的
最终 Ｐ３Ｐ问题全部可行解的数值精度
存在漏解的

案例数目

存在错解的

案例数目

平均误差

（珋e±σ）

１ 噰０ ǐ８ ８１４  ３ 槝．９８４１ｅ－１０
±５．５８１０ｅ－１０ ２０ 乔０ 3４ -．００６６ｅ－１０

±５．６４０５ｅ－１０
１０ 枛０ ǐ４ ５１８  ２ 亮．２１０２ｅ－１０

±９．７２８０ｅ－１１ ０ 父０ 3２ -．２０９０ｅ－１０
±９．７２２５ｅ－１１

１００ ゥ０ ǐ２６ ４６５  ２ 槝．３４６０ｅ－１０
±３．１２４０ｅ－１０ ０ 父０ 3２ -．３４７７ｅ－１０

±３．１２４８ｅ－１０
　　对比表 １、２的结果可以得出以下结论：

ａ）本文的半闭式解法的整体数值精度在 ＤＳＲ ＝１ 的情况
下略低于 Ｆｉｓｃｈｌｅｒ 和 Ｇｒｕｎｅｒｔ 解法，但是在 ＤＳＲ ＝１０ 和 ＤＳＲ ＝
１００的情况下都具有非常明显的精度优势。

ｂ）本文的半闭式解法的数值精度主要受迭代初始解精度
的影响，由表 ２ 和 ３ 平均误差结果对比可以看到，半闭式解法
中的 ＦＡＯＳ算法具有非常稳定的误差传递特性，迭代初始解的
误差在经过 ＦＡＯＳ算法后仍然保持在相同的量级，没有产生误
差放大。 为了使本文的半闭式解法具有更高的数值精度，可以
降低迭代算法收敛的阈值或增大迭代次数以获得更高精度的

迭代初始解。
ｃ）本文的半闭式解法的数值精度不受距离／尺寸比 ＤＳＲ

值大小的影响，对测试的三组案例，其结果的平均误差始终保
持在 １ｅ－１０的量级；而 Ｆｉｓｃｈｌｅｒ和 Ｇｒｕｎｅｒｔ解法 （下转第 ３６８ 页）
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4　结束语
本文提出的自适应变化的边缘停止函数克服了传统停止

函数的不足，对边缘活动轮廓模型有较好的改进。 实验表明，
结合区域变化的边缘活动轮廓模型相对于文献［４］方案在以
下方面具有优势：ａ）对噪声的鲁棒性增强；ｂ）对由灰度不均引
起的非边缘梯度较大图像检测的有效性。
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（上接第 ３３５ 页）的数值精度受 ＤＳＲ值大小的影响非常明显，从

ＤＳＲ＝１到 ＤＳＲ＝１００，存在 ６ ～９个量级的精度损失。

4　结束语
本文针对 Ｐ３Ｐ问题的求解，提出了一种具有高数值精度

的半闭式解法。 其思路是将迭代与闭式解法相结合。 与迭代

解法相比，本文的半闭式解法在保持高数值精度的同时可以求

得 Ｐ３Ｐ问题的全部可行解；与现有的闭式解法相比，本文的半

闭式解法在数值精度和数值稳定性方面具有明显的优势。 实

验验证了本文方法的有效性。
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