
　　收稿日期： ２０１１唱０５唱２６； 修回日期： ２０１１唱０６唱２７　　基金项目： 北京市自然科学基金资助项目（４１０２０５０）

　　作者简介：毛鹏轩（１９８３唱），男，山西太原人，博士研究生，主要研究方向为网络拥塞控制（０８１１２０８０＠ｂｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；肖扬 （１９５５唱），男，教授，博

士，主要研究方向为通信网络．

粒子群算法在稳定时滞系统设计中的应用 倡

毛鹏轩， 肖　扬
（北京交通大学 信息科学研究所， 北京 １０００４４）

摘　要： 时滞系统稳定性的判断问题一直是控制理论领域的研究热点。 针对大多数的理论定理过于复杂，在实
际的工程应用中不易应用且不直观的问题， 提出一种基于粒子群算法来判定时滞系统的稳定性的简便方法。
通过 ＰＳＯ搜索拟特征多项式的特征根来判断系统的稳定性；给出了一个应用实例以及路由器设计中实际应用的
例子并加以验证。 仿真结果表明所提出的算法可以快速有效地判断时滞系统的稳定性。
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ｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＰＳＯ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ唱ｄｅｌａｙ ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｌｓｏ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｄｅｓｉｇｎｉｎｇ ｔｈｅ ｒｏｕｔｅｒ
ｂｙ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｓｉｍｐｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｉｍｅ唱ｄｅｌａｙ
ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ．
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0　引言
许多实际系统，如喷汽发动机控制系统、航天器控制系统、

核电站控制系统、轧钢机控制系统、船舶稳定控制系统、高速列
车控制系统、微波振荡器系统和网络协议的控制系统等，都可
以表示成为时滞系统。 因此，时滞系统的稳定性检验一直是工
程技术界和控制理论界的热点之一［１ ～６］ 。 文献［１］提出了基
于扫频条件的判断时滞系统稳定性的方法，并给出了系统稳定
的充分条件。 文献［２］提出了 Ｋｈａｐｒｉｔｏｎｏｖ定理，但是其结论不
适用于区间准多项式，并且其稳定条件也是充分条件［３］ 。 文
献［３］采用频域奈奎斯特图形检测的方法对时滞系统的稳定
性进行判断，但该方法受频域取样网格密度的限制。 文献［４
～６］采用经典的 Ｎｙｑｕｉｓｔ 稳定原则对目前流行的网络协议线
性时滞系统的稳定性进行分析给出了时滞系统稳定的充分条

件。 文献［７］结合 Ｌｙａｐｕｎｏｖ唱Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函， 提出了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ唱
Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ稳定性定理，也得到了时滞系统稳定的充分条件，但
是其需要结合线性矩阵不等式（ＬＭＩ）工具进行分析来选取
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，证明过程相对较为复杂。 以上的理论方法在实
际应用中并不方便直观，且多为充分条件，不能直接判断系统
为不稳定。
时滞系统稳定的充要条件是其系统的特征多项式根均具

有负实部。 最基本的时滞系统稳定性检验方法是基于系统特
征多项式根的分布来判别稳定性。 由于时滞系统的系统特征
多项式为拟多项式。 难以直接求出此拟多项式的解析解，并根

据其实部的正负性判断系统稳定性。
近年来粒子群算法已经应用到非线性方程组或多项式根

的求解，并表现出一定的优势。 方程组求解和多项式求根问题
可以转换成为粒子群算法的优化问题。 由于粒子群在优化问
题具有高度的适应性和鲁棒性，可避免其他优化算法的局部
性，可以很快搜到方程组和多项式根的最优解。 传统的拟多项
式根求解算法的局限性和近年来粒子群算法的出现，启发笔者
提出用粒子群算法来判断拟多项式的稳定性，进而解决时滞系
统的稳定性检验的充分必要条件的问题。 目前尚未见发表论
文涉及使用粒子群算法搜索时滞系统拟多项式的根，进而解决
时滞系统稳定性的检验问题。 与文献［１ ～５］中的结果相比，
更加直观、简单、有效、易于应用。

1　时滞系统及其稳定条件
时滞系统可由状态空间模型与递归模型两种形式定义。
时滞系统的状态空间模型可以表示为

x· （ t） ＝∑
N

n ＝０
An x（ t －τn） ＋∑

M

m ＝０
Bm u（ t －τn）

y（ t） ＝Cx（ t） ＋Du（ t） （１）

其中：An、Bm、C、D分别是（NA ×NA）、（NA ×NB）、（NA ×NC）和
（NA ×ND）矩阵；τn 是常数；u（ t）和 y（ t）分别是线性时滞系统
的输入信号向量和输出信号向量。

线性时滞系统的递归模型为

y（ t） ＝∑
M

m ＝０
∑
N

n ＝０
amn

抄mu（ t －τn）
抄tm

－∑
M

m ＝０
∑
N

n ＝０
（m，n）≠（０，０）

bmn
抄my（ t －τn）

抄tm
（２）
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其中：τn 为常数；u（ t）和 y（t）分别是时滞系统的输入信号和输
出信号。

对式（２）Ｌａｐｌａｃｅ变换， 就可得到时滞系统的传递函数为

H（ s） ＝
∑
N

n ＝０
∑
M

m ＝０
amn sm ｅ －τns

∑
N

n ＝０
∑
M

m ＝０
bmn sm ｅ －τns

（３）

系统（１）和（２）的特征多项式均有

B（ s） ＝∑
N

n ＝０
∑
MA

m ＝０
bmn sm ｅ －τns （４）

可以看出，系统（１）的特征多项式同样具有式（４）的形式。
而且系统（１）的特征多项式的变量 s 和 τn 的阶次应分别为 N
和 MA。

时滞系统的特征多项式（４）被称为拟多项式［１ ～５］ 。 易知
时滞系统（１）（２）的渐进稳定性可归结为拟多项式（４）的稳
定性。
定义 １［１］　如果拟多项式（４）满足

B（ s） ＝∑
N

n ＝０
∑
M

m ＝０
bmn sm ｅ －τns≠０，Ｒｅ（ s）≥０ （５）

则该拟多项式稳定。
定理 １［１］　线性时滞系统（２）稳定的充分和必要条件是定

义 １的条件成立。

2　粒子群算法
粒子群算法（ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）是 １９９５ 年

Ｋｅｎｎｅｄｙ等人受到鸟群觅食的启发，提出的一种新的仿生优化
方法。 研究者发现鸟群在飞行中经常会突然改变方向，虽然个
体行为不可预测，但其整体总是保持一致性，每个个体也同时
保持着最适宜的距离。
与其他的优化算法相比，ＰＳＯ算法可以不受优化函数形式

影响，能在非线性空间内搜索真正解，同时能处理参数空间变
化的优化问题，基本不受解的维数的限制。 与进化算法的遗传
算法相比较，ＰＳＯ能更快、更准确地搜索，最终达到全局最优。

3　基于 PSO 的时滞系统稳定性判断算法
本文结合拟多项式的求根问题， 可以将对系统稳定性的

判断转换为函数的优化，并提出基于 ＰＳＯ的拟多项式稳定性
检验算法。
根据式（５），设拟多项式 B（ s）的根为 s ＝x１ ＋ix２ ， i ＝

－１。 其中：x１ 、x２ 分别代表根的实部和虚部；s为式（５）的任
一根。 可以看出求解式（５）等价于求解

V（ s） ＝｜B（ s） ｜ （６）

在给定范围内的最小值。 设算法的目标函数为
V（ si） ＝｜B（ si） ｜→０ （７）

其中：si ＝x１，i ＋ix２，i，｜B（si）｜为

｜B（ si） ｜＝ ∑
N

n ＝０
∑
M

m ＝０
bmn smi ｅ －τnsi （８）

采用目标式（７）搜到其约等于零时后，等价于求出拟多项
式（４）的根；然后判断 B（ si）是否有根在虚轴的右边。 如果 B
（si）有根在虚轴右边，则说明系统不稳定。

本文提出的算法考虑在二维目标空间中，有 m 个粒子组
成一个群体，其中第 i 个粒子表示为一个二维向量 xi ＝（x１，i，
x２，i），i ＝１，２，⋯，m，x１，i、x２，i分别代表根的实部和虚部，则第 i

个粒子在二维空间中的位置（即每个粒子的位置）就是式（７）
的一个潜在解。

将 xi 代入目标函数式（７）， 即可算出其适应值，根据适应
值的大小衡量解的优劣。

粒子群的飞行速度是二维向量 Vi，记为 Vi ＝（V１，i，V２，i）。
本文提出的算法记下当前粒子群搜索到的最优位置为 Ps ＝
（P１，i，P２，i），记粒子群此前搜索到的最优位置为 Pg ＝（P１，g，
P２，g）。

传统的粒子群算法采用下式对粒子操作：
vt ＋１n，i ＝vtn，i ＋c１ r１ （ ps －xtn，i） ＋c２ r２ （ pg －xtn，i） （９）

xt ＋１n，i ＝xtn，i ＋vtn，i （１０）

其中：i ＝１，２，⋯，m；n ＝１，２。 学习因子 c１ 和 c２ 是非负常数；r１
和 r２ 为伪随机数，服从［０，１］上的均匀分布。 vｉｎ∈［ －vｍａｘ，
vｍａｘ］，vｍａｘ为常数，由用户设定。

本文将采用已有的改进粒子群算法，其速度和位置更新为
vt ＋１n，i ＝ωvtn，i ＋c１ r１ （ps －xtn，i） ＋c２ r２ （pg －xtn，i） （１１）

xt ＋１n，i ＝xtn，i ＋αvtn，i （１２）

式（１１）中：ω为非负数，称为动力常量，控制着前一速度， 影响
当前速度。 ω较大时， 前一速度影响较大， 全局搜索能力较
强； ω较小时， 前一速度影响较小， 局部搜索能力较强。 通过
调整ω的大小来避免局部极小值。 α为约束因子，用来控制速
度的权值。

迭代终止条件可以设置为目标函数 V（ s）即适应值为零，
或者设置最大迭代次数。

本算法的流程如下：
ａ）初始化一个规模为 ｓｗａｒｍ＿ｓｉｚｅ的粒子群，构造粒子结构

为 ｓｗａｒｍ（ ｉｎｄｅｘ，［x１ ，x２ ］），x１ 、x２ 分别代表实部和虚部。 设定
初始位置、速率和惯性因子 ｉｎｅｒｔｉａ。

ｂ）计算每一个粒子的适应值 V（ s） ＝｜B（s）｜。
ｃ）每个粒子将其适应值和其经历过的最好位置进行比

较。 若其值更小，则将其作为当前的最好位置。
ｄ）每个粒子将其适应值和全局经历过的最好位置的适应

值进行比较。 若其值更小，则将其作为当前的全局最好位置。
ｅ）对粒子位置进行更新，对粒子速度进行更新。
ｆ）满足终止条件，迭代完成，输出解。
ｇ）根据所得解，得到系统根在 s平面的位置。
ｈ）根据是否在右半平面有根，给出结论。
部分主要代码如下：
ａ）速度更新
Ｖ（ ｊ，：） ＝ω×Ｖ（ ｊ，） ＋ｃ１ ×ｒａｎｄ ×（ ｇｂｅｓｔ（ ｊ，：） －ｓｗａｒｍ（ ｊ，：）） ＋

ｃ２ ×ｒａｎｄ ×（ ｚｂｅｓｔ －ｓｗａｒｍ（ ｊ，：））；
Ｖ（ ｊ，ｆｉｎｄ（Ｖ（ ｊ，：） ＞Ｖｍａｘ）） ＝Ｖｍａｘ；
Ｖ（ ｊ，ｆｉｎｄ（Ｖ（ ｊ，：） ＜Ｖｍｉｎ）） ＝Ｖｍｉｎ；
ｂ）种群更新
ｓｗａｒｍ（ ｊ，：） ＝ｓｗａｒｍ（ ｊ，：） ＋０．５ ×Ｖ（ ｊ，：）；
ｓｗａｒｍ（ ｊ，ｆｉｎｄ（ ｓｗａｒｍ（ ｊ，：） ＞ｓｗａｒｍｍａｘ）） ＝ｓｗａｒｍｍａｘ；
ｓｗａｒｍ（ ｊ，ｆｉｎｄ（ ｓｗａｒｍ（ ｊ，：） ＜ｓｗａｒｍｍｉｎ）） ＝ｓｗａｒｍｍｉｎ；
ｃ）适应度值
ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｊ） ＝ｆｕｎ（ ｓｗａｒｍ（ ｊ，：））；
ｄ）个体最优更新
ｉｆ ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｊ） ＜ｆｉｔｎｅｓｓｇｂｅｓｔ（ ｊ）
　　　ｇｂｅｓｔ（ ｊ，：） ＝ｓｗａｒｍ（ ｊ，：）；
　　　ｆｉｔｎｅｓｓｇｂｅｓｔ（ ｊ） ＝ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｊ）；
ｅｎｄ
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ｅ）群体最优更新
ｉｆ ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｊ） ＜ｆｉｔｎｅｓｓｚｂｅｓｔ
　　　ｚｂｅｓｔ＝ｓｗａｒｍ（ ｊ，：）；
　　　ｆｉｔｎｅｓｓｚｂｅｓｔ ＝ｆｉｔｎｅｓｓ（ ｊ）；
ｅｎｄ

4　实验与仿真结果
在所提出的方法中， 设学习因子 c１ ＝c２ ＝１．４９４４５，ω设置

为 ０．４，群体规模数为 ５０，最大进化代数为 ３００，用 ＭＡＴＬＡＢ编
程。
例１　判断特征多项式为 T（s） ＝s ＋ｅ－０．０１ｓ －４系统的稳定

性。
首先应用该 ＰＳＯ算法来求解此问题，可以迅速搜索出系

统的根。 如图 １所示， 在虚轴右半平面存在特征根，故系统特
征多项式 T（s） ＝s ＋ｅ －０．０１s －４不稳定。 且可以从图 ２看出，该
算法在大约进化代数为 １０ 的时候，就可以很快搜索出特征多
项式的根的位置。 这个判断结果与利用文献［１］中的定理判断
的结果一致。

例 ２　本文算法用来判断常用的路由器网络设计，以判断
ＴＣＰ／ＲＥＤ路由器的稳定性为例。 限于篇幅，直接给出 ＴＣＰ／
ＲＥＤ路由器在 s域的系统特征多项式［８］ ：

T（ s） ＝s３ ＋
２N
R２
０C

＋１
R０

＋ １
K s２ ＋

２N
R３
０C

＋２NK
R２
０C

＋K
R０

s ＋２NK
R３
０C

＋
KLｒｅｄC２

２N ｅ －sR０ （１３）

其中：N表示 ＴＣＰ流的数目； R０ 表示传输时延（ｓ）；K表示滤波
器参数； C表示链路带宽大小（以包为单位）； Lｒｅｄ表示 ＲＥＤ机
制参数。 这里，首先设置 C ＝３ ７５０ 包／ｓ，Ｎ ＝６０，R０ ＝０．２４６ ｓ，
K＝０．００５和 Lｒｅｄ ＝１．８ ×１０ －４。
根据该算法运行 ５０次的结果，如图 ３所示，可以看出该系

统并没有在虚轴右半平面存在特征根， 只在左半平面搜到根，
故可以认为该系统是稳定的。
为了验证结果， 同时给出了该网络实验的实际仿真效果。

配置参数和图 ３中的相同 ＮＳ２［９］仿真结果如图 ４所示。

由图 ４可以看出，在此参数配置下，路由器的队列处于稳
定状态，并没有出现剧烈的震荡；在大约 １００ ｓ之后，路由器瞬

时队列长度收敛于大约 １５０ 包。 该结果与提出算法的判断结
果一致。

再选择另外一组参数配置 N ＝２４０，Lｒｅｄ ＝２ ×１０ －４， K ＝
０．０００ ０２８来进行检验。 同样用该算法来判断此时系统的稳定
性。

如图 ５所示， 根据该算法搜索的结果可以看出，该系统在
虚轴右半平面存在特征根，故该系统是不稳定的。 而文献［８］
中给出的稳定条件为充分条件，无法直接判断系统为不稳定。
同样，给出了网络实验的实际仿真效果。 配置参数与图 ５中的
相同，ＮＳ２仿真结果如图 ６ 所示。 可以看出在此配置下，该路
由器的瞬时队列有剧烈的震荡现象，表明此系统处于不稳定状
态，这与提出算法的结论一致。

5　结束语
本文提出了一种基于 ＰＳＯ算法的判断时滞系统稳定性的

方法，利用 ＰＳＯ算法将稳定性的判断问题转换为求解非线性
函数超越方程根的优化问题。 与其他理论方法比较，该方法简
单、直观，大量的实验结果表明了算法的有效性，并且易于设计
应用。 下一步工作将研究粒子群算法本身的局限性对本方法
可能带来的影响。
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