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摘　要： 针对多分量线性调频信号的瞬时频率估计问题，把局部多项式傅里叶变换应用到求多分量线性调频信
号瞬时频率估计中，提出了一种不受分量间交叉项干扰的新方法，该方法对多分量线性调频信号进行局部多项
式傅里叶变换，把每一个线性调频信号分离出来，根据每一个线性调频信号的局部多项式傅里叶变换谱，通过搜
索找到谱的峰值所在的位置，从而找到峰值所对应的频率，准确地估计出了多分量线性调频信号的瞬时频率。
仿真实验中与多分量信号的 Ｗｉｇｎｅｒ唱Ｈｏｕｇｈ变换进行了对比，验证了该方法的有效性。
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0　引言
在工程应用中，如雷达、声纳、地震等领域所遇到的信号可

以表示为多项式相位信号的形式，多项式相位信号的特点是，
它的相位是时间的二次或二次以上的函数。 线性调频信号是
其相位满足时间的二次函数的典型的多项式相位信号。 线性
调频信号的参数估计方法一直以来都是学者们密切关注的一

个问题。
调频信号的频率是随时间呈线性变化的，属于非平稳信

号，针对线性调频信号的这个特点，近年出现了很多关于线性
调频信号瞬时频率估计的方法，不过很多方法仅仅是在单分量
信号的基础上得到的。 对于多分量信号，瞬时频率估计问题受
到了各分量间交叉项的干扰，它的存在干扰了真实信号的一些

特征，所以影响了线性调频信号的时频分布的分析和解释。 针
对交叉项的抑制问题，很多研究人员提出了一些方法。 文献
［１］在ＷＶＤ 的基础上，引入一个相位校正函数，来达到抑制信
号中自交叉项的目的；文献［２］利用自适应短时傅里叶变换谱
和ＷＶＤ分布相结合，以便达到抑制交叉项干扰的目的。 上述
提到的这些方法是双线性的。 另一些学者的研究是基于线性
时频变换的，其特点是，即使信号是多分量的也不会受到交叉
项的干扰。 传统的短时傅里叶变换是这一算法的代表，近年来
在短时傅里叶变换基础上发展起来的 Ｓ 变换及其广义 Ｓ变换
得到了一定的应用。 Ｓ变换处理双曲余弦频率调制信号，其时
频聚集性优于短时傅里叶变换，但在处理线性调频信号的时
候，它的时频聚集性不如短时傅里叶变换［３］ 。 本文研究了局
部多项式傅里叶变换［４，５］理论，相对于短时傅里叶变换，局部
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多项式傅里叶变换的核函数是用一个特别的参数来描述多项

式相位信号，所以局部多项式傅里叶变换在处理非平稳信号的
过程中比短时傅里叶变换具有更好的时频聚集性［６］ ，并且文
献［７］讨论了关于局部多项式傅里叶变换的交叉项的存在性
问题，提出其交叉项是可以忽略的，在估计中可以不考虑交叉
项的影响问题。 所以本文把局部多项式傅里叶变换理论应用
到多分量 ＬＦＭ信号瞬时频率估计中，提出了一种基于局部多
项式傅里叶变换的多分量 ＬＦＭ 信号瞬时频率估计的新方法。
本文以四分量 ＬＦＭ信号的瞬时频率估计为例，验证了本文算
法的有效性。

1　局部多项式傅里叶变换理论
1畅1　信号模型

单分量多项式相位信号可以表示为

x（ t） ＝A（ t） ｅ j矱（ t） ＝A（ t）ｅ j２π∑M －１
m ＝０ωitm （１）

其中：A（ t）表示多项式相位信号的幅度；矱（ t）是其相位；ωi 代

表信号相位的第 i个多项式系数。 当 M ＝２ 时，信号 x（ t）为谐
波信号，当 M ＝３时，x（ t）为 ＬＦＭ信号。

多分量线性调频信号表示为

x（ t） ＝∑
L

i ＝１
Ai（ t） ｅ j２π∑

２

m ＝０
ωi，mtm ＋n（ t） （２）

1畅2　局部多项式傅里叶变换
1畅2畅1　局部多项式傅里叶变换连续形式

局部多项式傅里叶变换是一种针对多项式相位信号的一

种非平稳信号分析方法，它的连续形式定义为［９］

ＬＰＦＴ（ t，ω，ω１，⋯，ωL －１ ） ＝

∫∞
－∞ x（ t ＋τ）h倡（τ） ｅ －j矱（τ，ω，ω） ｄτ （３）

其中：矱（τ，ω，ω） ＝ωτ＋ω１τ
２ ／２ ＋⋯＋ωL －１τ

L ／L！；ω＝｛ω１，ω２，
⋯，ωL －１｝代表 L －１ 维参数空间向量；h（τ）是窗函数。 从式
（３）可以得出：局部多项式傅里叶变换是将复时间信号映射为
时间 t、频率ω和参量ω构成的函数 ＬＰＦＴx（ t，ω，ω）。
如果式（３）中的参数向量ω＝０，那么此时局部多项式傅里

叶变换就变成了短时傅里叶变换。 可以看出短时傅里叶变换
是局部多项式傅里叶变换的一种特例。 在处理非平稳信号的
过程中，正是由于 L －１ 维参数向量ω的引入，局部多项式傅里
叶变换比短时傅里叶变换具有更好的时频聚集性，可以获得更
高的分辨率［８］ 。
由式（３）可知，局部多项式傅里叶变换是关于向量ω∈

RL －１的周期函数，且对于参量ωk，其周期为 ２π（k －１）！，也就
是说

ＬＰＦＴ（ t，ω；ω１，⋯，ωL －１ ） ＝

ＬＰＦＴ（ t，ω；ω１ ＋２π，⋯，ωL －１ ＋２π（L －２）！） （４）

为了确保估计性能的有效性，假设ω满足下面的条件：
Qω＝｛ωk：０≤ωk≤２π（ k －１）！，k ＝１，２，⋯，L －１｝

那么，x（ t ＋τ）h倡（τ） ＝ １
（２π） L －１∫

２π
０ dω１⋯

∫２π０ ＬＰＦＴX（ t，ω，ω） ×ｅ j矱（τ，ω，ω） ｄωL －１ （５）

式（３）和（５）分别定义了局部多项式傅里叶变换的正变换
和逆变换，它们是一对局部多项式傅里叶变换对［８］ 。
根据式（３）可以得到局部多项式傅里叶变换谱，它表示为
ＬＰＰx（ t，ω；ω１，⋯，ωL －１ ） ＝ ＬＰＦＴx（ t，ω；ω１，⋯，ωL －１）

２ （６）

2　基于 LPFT线性调频信号瞬时频率估计
根据式（１），单分量 ＬＦＭ信号的瞬时频率通常被定义为

Ω（ t） ＝ｄ矱（ t）ｄt ＝２π∑
２

m ＝１
mωm tm －１ （７）

对于多分量 ＬＦＭ信号的瞬时频率，由于局部多项式傅里
叶变换的交叉项在一般较弱条件下其交叉项是可以忽略

的［８］ ，在估计中可以不考虑交叉项的影响问题，所以多分量
ＬＦＭ信号的瞬时频率的估计问题可以转换为多个单分量 ＬＦＭ
信号瞬时频率的估计问题，也就是说把多分量 ＬＦＭ 信号经过
局部多项式傅里叶变换后通过遮隔处理后分别提取出每一个

分量，然后估计出每个单分量 ＬＦＭ信号的瞬时频率即可。
局部多项式傅里叶变换和局部多项式傅里叶变换谱是基

于具有时变相位的局部多项式估计原理发展而来的［１０］ 。 文中
从局部多项式近似出发，来导出局部多项式傅里叶变换，定义
代价函数为［９］

E ＝ ∑
∞

n ＝－∞
hm（nT） x（ t ＋nT） －Cｅｘｐ（ j矱（nT，ω，ω）） ２ （８）

其中：矱（ nT，ω，ω） ＝ωnT ＋
ω１（nT）２

２ ＋⋯ ＋
ωL －１（nT） L

L！ ，ω＝

｛ω１，ω２，⋯，ωL －１｝，ω∈RL －１。 窗函数 hm（u）满足的条件是 hm

（u）≥０，并且 h（０） ＝ｍａｘuhm（u）；当 u→∞时，hm（u）→∞；礏∞
－∞

h（u）ｄu＝１。 这里 m为频带宽度或窗的长度，对于窗函数和窗
长度的选择，对估计值的准确程度是有一定的影响，这两个参
数的选择也是局部多项式傅里叶变换理论所要进一步研究的

内容。 本文选择的窗函数为最常见的矩形窗，那么瞬时频率的
估计问题就转换为求式（８）最优解的问题［９］ ，即

（C
⌒
，ω
⌒
（ t，m）） ＝ａｒｇ ｍｉｎE

ω
⌒

∈R l －１
（９）

式（９）的最优解问题等价于下式：

ω
⌒
（ t，m） ＝ａｒｇ ｍａｘP（ω⌒）

ω
⌒

∈R l －１
（１０）

式中，P（ω
⌒
） ＝ Xh（ t，ω，ω

⌒
） ２，又知：
Xh（ t，ω，ω） ＝

∑
∞

n ＝－∞
hm（nT）x（ t ＋nT）ｅｘｐ（ －j矱（nT，ω，ω）） （１１）

式（１１）为局部多项式傅里叶变换的表形式，所以 ＬＦＭ 信
号瞬时频率的估计问题转换成了求局部多项式傅里叶变换模

的平方问题，也就是求当局部多项式傅里叶变换谱值为最大
时，这时其所对应的向量ω的问题。

局部多项式傅里叶变换用 t －ω０（ t）平面来表示信号的时
频能量的分布，如式（６）所示，这种表示方法是局部多项式傅
里叶变换谱自身的一个重要特点。 其中ω０（ t）是信号瞬时频
率及其各阶导数所组成的向量 ω０ （ t） ＝（Ω（ t），Ω（１） （ t），⋯，

Ω（L －１） （ t））′。 如果在某时间段内信号具有最高阶次 L，那么需
要搜索 L－１ 维空间，其最大值点所对应的坐标即为ω０ （ t）。
本文研究的是 ＬＦＭ信号瞬时频率估计问题，所以信号的最高
阶次 L为 ２，在求取ω０（ t）的过程中，仅仅是一维空间的搜索，
搜索速度还是很快的。 将信号进行局部多项式傅里叶变换，然
后求其局部傅里叶变换谱，之后搜索谱峰值所在的位置，此时
由对应的局部多项式傅里叶变换谱的峰值找到所对应的ω０

（ t），就可得到 ＬＦＭ信号瞬时频率的表示形式。
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3　仿真实验
图 １为所构造的四分量 ＬＦＭ信号的Ｗｉｇｎｅｒ唱Ｈｏｕｇｈ变换和

局部多项式傅里叶变换，所选信号的长度都为 ５１２个采样点并
且各信号分量都具有相同的强度。 其中图 １ （ ａ）为信号的
Ｗｉｇｎｅｒ唱Ｈｏｕｇｈ变换，可以看出信号各分量受交叉项的影响非常
严重；（ｂ）为信号的局部多项式傅里叶变换，可以看出在局部
多项式傅里叶变换中，ＬＦＭ 信号的各分量之间的交叉项是可
以忽略，可以不予考虑的。 通过处理后从中可以分离出 ＬＦＭ
信号的每一个分量，图 ２为图 １（ｂ）中所示四分量 ＬＦＭ 信号的
每一个分量的局部多项式傅里叶变换谱。 图 １ 信号的表达式
为 x （ t ） ＝ ｅ２πj（k１t２ ＋０．１t） ＋ ｅ２πj（k２t２ ＋０．３t） ＋ ｅ２πj（k３t２ ＋０．２t） ＋
ｅ２πj（k４t２ ＋０．３８t） ，k１ ＝０畅０００１， k２ ＝－０畅０００１， k３ ＝０畅００００５， k４ ＝
－０畅０００２。

由式（７）可知，单分量 ＬＦＭ信号的瞬时频率为
Ω（ t） ＝２π（ω１ ＋２ω２ t） （１２）

要计算出瞬时频率，就要知道ω１ 和ω２ 的值。 计算ω２ 是

利用文中前面描述的在计算其局部多项式傅里叶变换中，根据
式（１１）在加窗的时间间隔内作频率的局部近似得到的，本文
所取的值为所得到的频率值的算术平均。 计算ω１ 时根据前面

算法的描述，经过一维搜索找到局部多项式傅里叶变换谱的峰
值，这时峰值所对应的频率值即为ω１。 文中所取的ω１ 值也是

这些频率值的算术平均值，代入到式（１２）中从而求得了 ＬＦＭ
信号的瞬时频率，求得的值如表 １ 所示。 从表中可以看出，应
用局部多项式傅里叶变换方法求得的多分量 ＬＦＭ信号瞬时频
率的结果是非常准确的。
图 ３为图 １信号分别加入高斯噪声和随机噪声情况，可以

看出加入了高斯噪声之后，信号依然具有很好的时频聚焦性。
加入随机噪声后，可以看出随机噪声的局部多项式傅里叶变换
大致呈一直线分布在零点附近，多分量线性调频信号瞬时频率
也是可以利用前面所述方法估计出来的。

表 １　 多分量 ＬＦＭ 信号瞬时频率估计值和实际值
各分量

ω１

实际值 估计值

ω２

实际值 估计值

第一分量 ０ 垐．１ ０  ．０９９１ ０ 靠．０００１ ０ 7．００００９８５

第二分量 ０ 垐．３ ０  ．３００９ －０ 沣．０００１ －０ [．００００９９９

第三分量 ０ 垐．２ ０  ．１９９５ ０ �．００００５ ０ 7．００００５２０

第四分量 ０ v．３８ ０  ．３８１８ －０ 沣．０００２ －０ m．０００２０１

4　结束语
本文提出了多分量 ＬＦＭ信号瞬时频率估计的新方法。 由

于在多分量信号的局部多项式傅里叶变换中，信号不受信号间
交叉项的影响，所以通过对多分量 ＬＦＭ 信号进行局部多项式
傅里叶变换，进行处理后就可以把每一个线性调频信号分离出
来，分别求每一个 ＬＦＭ信号的局部多项式傅里叶变换谱，通过
搜索找到谱的峰值，从而找到峰值所对应的频率，进而求得其
瞬时频率。 从仿真对比实验中可以看出该方法有效，估计精度
较高且计算量相对不大。
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